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EPITOME

DELLA STORIA DEL CALCOLO INTEGRALE
DELLE DIFFERENZE PARZIALL .

Tra gli utili utilissimi ritrovati del secolo non
ha guari trascorso merita un luogo distinto il
calcolo integrale: delle differenze parziali, o
dei differenziali parziali , come piacque ad al-
tri d’intitolarlo . L’ embrione di esso rinvie~
nesi- in una dissertazione dell’ Eulero stampata’
dell’anno 1734 fra quelle dell’ accademia di
Pietroburgo . All’ Eulero tenne dietro Dalembert
che nel 1746 pubblico la sua opera appellata
réflexions sur la cause générale des wvents;
per entro alla quale i germi di .questa parte
della matematica disciplina si veggono wun po’
‘pitr-sviluppati . E per lui videsi essa poggiare in
maggior pregio e chiarore , quand’ egli il pri-
mo, come raccogliesi dagli atti dell’ accade-~
mia di Berlino del 1747, sciolse il problema
delle corde vibranti senza supporre col Taylor
che tutti i punti della corda giugnessero sin-
croni all’ asse . . | .
E quindi anche allettato Eulero dal bello
che in se racchiude si fatto problema vi spese -
2
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attorno le sue sollecitudini, il cui risultamen-
to furon lavori della maggior conseguenza , per-
tinenti alle corde vibranti e alla propagazione
del suono, e consegnati -negli atti accademici
di Berlino, di Turino , di Pietroburgo. E qui
¢ veramente dove il calcolo integrale delle
differenze parziali, pe’ varj aspetti sotto cui
¥ Eulero lo ragguardo, fe sentire pitt che piu
‘le sue forze, e fe conoscere e fissare la sma
vera natura, il suo temperamento .

Ma oltre all’ aver dimostrato il nostro
calcolo suscettivo -d’ applicazioni in una molti-
tudine di problemi fisico-matematici, compi
-1’ opera I’ illustre di Basilea col metterne in
piena luce il metodo, e con darne, com’ ei
ne die¢, I’ algoritmo che ammirasi nell’ esimia
sua dissertazione stampata del 1762 fra quelle
di Pietroburgo ; intitolata investigatio functio-
num ex data differentialium conditione .

Tempo & perd che come i nostrani fu-
rono o primi in moltissime fra I'arti e le
scienze , 0 non ultimi in pochissime, e come
spezialmente nelle matematiche dottrine e sco-
perte non & loro contesa benemerenza e su-
premita se non se dagl’ ingeniosi e vivaci e de-
- stri loro rapsodi, sorga e si faccia conoscere in
alto seggio un italiano anco su questo argo-
mento dell’ integrazione delle differenze pat-
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* wiali. Ed ecco I'illustre Lagrange che ci fa
retrocedere di un triennio rammentandoci di
non, essere stato allora da meno d’ Eulero e
di Dalembert quando mnel 1759 gli atti della
turinese accademia oi fecero. vedere un suo
-grave scritto sulla natura e propagazione del
suono, adorno di leggi eleganti e peregrine,
dov’ egli fe chiara mostra del suo profondo
sapere in questa nuova emanazione dell’ alta
analisi . Egli stesso poscia da quel valentuomo
ch’egli &, svolge diversi problemi analitici e
fisici relativi sempre al nostro calcolo , “dei
quali lavori vanno ricchi i tomi successivi
-della stessa colletta accademica .

In questi pregevoli depositi fanno bella
ed importante comparsa fin del 1770 anco
due valorosi ragionamenti del chiarissimo sig.
Monge, de’ quali uno pertiene al modo di de-
terminare le funzioni arbitrarie ch’ entrano
-negl’ integrali dell’ equazioni a differenze par-
-ziali ; e I’ altro s8’aggira sur un metodo di
molto ingenioso per integrar una classe d’equa-
zioni a -differenze parziali con i coefficienti
variabili si, ma sudditi ad una certa determi-
nata legge.

Il primo di tali due ragionamenti & da
“dirsi senza alcun dubbio di non lieve impor-
tanza per que’ primi tempi in cui il calcolo in-
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tegrale delle differenze parziali non era ba-
stantemente adulto €. formato. E neppure &
~da passare sotto silenzio che 1’ autore ne ave-
va dato un saggio in un- trattatello letto all’
accademia di Parigi, che venne alla luce po-
sticipato nei tomi dei litterati “stranieri, (Sca-
vans étrangers) del 73 ,in cui leggesi la pro-
messa di consegnare negli atti turinesi il ra-
gionamento testé memorato . -
Negli atti accademici di Parigi dello. stes-

so anno 1770 si vede un discorso del celebre
Condorcet che verte in particolar modo in-
torno all> eliminazione delle funzioni arbitra-
rie , e delle costanti arbitrarie ch’ entrano ne-

~ gl’ integrali dell’ equazioni a differenze par-
ziali . Nel discorso medesimo 1’ autore da uns
pennellata sul metodo di stabilire se un’equa-
zione a differenze parziali sia integrabile. Avea
di gia il Condorcet fino dal 68 dato a vedere
d’ essere pienamente in possesso di questo cal-
colo, avvegnache la sua opera sul calcolo in-
tegrale . contiene un elegante metodo d’ inte-
grazione per 1’ equazioni a differenze parziali.
Questo primo discorso. del Condorcet fu
seguito da un secondo stampato del 1771 ne-
gli stessi atti accademici di Parigi. Spicca in
esso . precipuamente la determinazione delle
funzioni arbitrarie che entrano negl’ integrali
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~ dell” equazioni a differenze parziali medianté

1’ integrazione d’ equazioni a differénze finite,
e a differenze finite e infinitesime . Verso la
fine di questo discorso mette 1’ autore a disa-
mina la famosa quistione delle curve discon-
tinue , dove non so se debba dirsi piu per
rispetto o per intima suasione ei lascia traspa-
“rire una tal quale pendenza verso le si con-
tese teorie del suo maestro Dalembert .

Dell’ anno 1772 dette il sig. Lagrange
nella collezione accademica di Berlino una
.dissertazione pertinente alle differenze parzia-
li, nella quale incomincia a sviluppare delle
teorie pregevoli sopra 1’ integrazione dell’equa-
zioni a differenze parziali lineari del prim’or-
dine ; argomento che egli poscia, come ve-
dremo , condusse all’apice della perfezione .

Nei tomi che abbiamo accennati dei lit-
terati stranieri veggiamo sotto 1’anno 1773,
che il sig. Monge produsse un altro suo scritto
-risguardante la determinazione delle funzioni
arbitrarie merce d’ equazioni a differenze fini-
-te,, ¢id che in parte era stato dal Condorcet
‘accennato un - po’ prima nel suo secondo dis-
corso di cui abbiamo fatto mentovazione .

Negli atti dell’ accademia di Parigi del
medesimo - anno avvi una lunga insieme, ‘e
dotta .scrittura del sig. Laplace -concernente
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I’ equazioni lineari di second’ ordine a diffe-
renze parziali. Egli primamente va in essa di-
visando delle trasformazioni utilissime che ser-
vono a meglio tentare 1’ integrazion generale
dell’ equazioni antidette . Passa secondamente
a scandagliar co’ suoi calcoli e raziocinamenti
la possibilitd o impossibilita d’integrarle , nel
che arrischia degli asserti di cui il rigore e
I’ evidenza matematica non si chiamerebbe
paga e contenta. In un trattatello che sto
preparando spero di far vedere come gene-
ralmente un’ equazione a differenze parziali
lineari di' second’ ordine con i coefficienti fun-
zioni di due variabili, si possa far sempre
dipendere da equazioni a differenze ordina-
rie ; cid che varrebbe a provare non essere
in parte legittime le conseguenze dedotte dal
sig. Laplace nella sua prementovata scrittura .

Dello stesso sig. Laplace ci diedero ghi
atti sovraccitati del 79 un altro lungo e dot-
to ragionamento relativo alle serie dove ap-
lica le sue teorie all’ equazioni di differenze
parziali, nel quale son determinati per mol-
tissime gl’ integrali espressi da funzioni che
rinchiudono degl’ integrali definiti . Sul fine
del ragionamento fa applicaziopi del suo me-
‘todo a dell’equazioni singolari che compren-
dono differenze parziali. finite per una varia-
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bile, e a differenze infinitesime per 1’ altra.

"~ Negli atti di Berlino del 1781 il sig. La-
grange svolge la teoria del moto dei fluidi,
nella quale mtegra per approssimamento la
famigerata equazione di differenze parz1ah che
determina il moto dei fluidi, e dove riunisce
altre importanti riflessioni sul calcolo dell’
equazioni a differenze parziali .

In quelli di Pietroburgo dell’ anno mede-
simo vi sono quattro esimie dissertazioni; due
dell’ Eulero relative agli usi ed all’ applica-
zioni. del ‘calcolo delle differenze parzmll ; la
terza del sig. Golovin, I’ altra del sig. Lexel}.
La prima & intitolata de scillationibus mini-
mis funis liberi suspensi . La seconda,de per-
turbatione motus chordarum ab earum pon-
dere oriunda . La terza, applicatio ad sonos
scyphorum oitreorum , qui sub nomine in~
strumenti harmonici sunt cogniti. La quar-
ta, meditationes de formula qua motus lami-
narum elasticarum in annulos circulares in-
curvatarum -exprimitur . 1 soli argomenti del-
le medesime annunziano I’ importanza delle
cose di che vi si tratta e ragiona; e fora per
I’una parte lung’ opera non che circostanziar-
le , darne un sol cenno; supervacanea sareb-
_be per I’altra, perche nella seconda sezio-
- e saranno -da :me recate in mezzo varie. di
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quelle applicazioni che ivi si leg'gono .
_ Novella menzione c¢i occorre adesso di
fare degli atti dell’ accademia di Parigi nei
quali fin dell’ 83 si legge uno ed un altro
discorso del sig. Cousin. Si prefigge egli nell’
uno di ridurre ad equazione di differenze par-
ziali qualunque equazion differenziale d’ordine
superiore al prlmo , di ridurre per maniera
d’ esemplo, un’ equazion di differenze ordina-
rie  dell’ ordin secondo ad wuna di differenze
parziali di primo . Nel seguitamento egh svolge
e scandaglia gl’integrali d’equazioni a diffe-
renze parziali, e siffatta disamina costituisce
Jo scopo primario di tale discorso. In quell’al-
tro che porta per titolo rzﬂesszom sulla teo-
ria matematica del moto™ de’ fluidi parla a
dilungo dell’integrazione approssimante dell’ e-
quazioni inservienti al moto di essi.

~ Un anno dopo produsse lo stesso autore
in quegli atti un discorso che puossi conside~
rare come continuazione del primo dei due
mentovati qui sopra . Oltreché vi si veggon
dedotte alcnne conseguenze le quali non so
quanto sieno a dirsi giuste e precise , il mi-
dollo di tale ragionamento & tratto in parte
da alcune teorie generali stabilite precedente-
mente da altrui .

- Ricomparisce nella stessa epoca, e negli
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etessi atti il sig. Monge con due egregj lavori
sul nostro calcolo . Mira col primo a .trovare
I’ espressione analitica della generazione delle
superficie curve ; s intertien col secondo in
particolar maniera sul metodo di fare sparire
le funzioni arbitrarie mediante la differenzia-
zione, e mostra il come non infrequentemente
per mezzo dell’ eliminazione conseguesi I’ in-
.tegrale d’un’ equazione di differenze parziali .

La cronologia ne rimena da quei di Parigi
agli atti di Berlino ne’ quali fin dell’ 85 il
sig.” Lagrange ritorna anch’ egli ‘con una pre-
stante dissertazione ove tratta dell’ equazioni di
differenze parziali del prim’ ordine, e che vie-
ne ad essere un proseguimento di quanto era-
si per lui scritto nel 72, con la differenza che
nella predetta dissertazione molto piit general-
mente ne tratta. Ha poi dato in tutta la ge-
neralita nel XII quinterno della scuola poli~
tecnica di Francia 1’ integrazione di simili equa-
zioni , in guisa che si pud dire non restar al-
tro a desiderarsi su tale argomento .

Negli atti dell’ accademia di Turino dell’ an-
no medesimo ‘1 785 sono inseriti due ragiona-
menti del citato 51g Monge i quali & aggIrano
sul calcolo di che ci occupiamo. Nel primo di
questi fa egli vedere che una superficie curva.&
generata da una curva qualunque, costante di
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de’ corpi celesti intorno ‘a’loro centri di gra-
vita, ove 8’ intertien lungamente su quell’ e-
quazione a differenze parziali che determina
il moto de’ fluidi. Tutto il piix bello di que-
sta’ dissertazione e dell’ altre sue che abbiam
sopra commemorate, € stato da lui riunito e
raccolto nella sua celebre opera intitolata mé-
canique céleéste arricchita di analoghe giunte
belle tutte e pregevolissime.

Nel terzo volume matematico dell’ Istituto
medesimo si vede accennato che fur presen-
“tate alla classe fisica e matematica alcune dis-
sertazioni, e che giudicate degne della pubblica
luce fur destinate pel volume dei dotti stranie-
ri; ma qui in Bologna questo volume non & stato
veduto ; anzi dopo le investigazioni fatte di esso
in altri e pitt luoghi e tutte riuscite vane , & da
credere esser rimasto inedito e smenticato.
Pure non sembra affatto fuor di proposito, poi-
che altro non ci & dato, il riportare i temi di
‘tali dissertazioni , che si trovan descritti cosi
' . Sur U intégration des équations aux
d:ﬁ“érences partielles linéaires du second or-
‘dre , par Parceval . »

2. Sur les séries et sur U intégration com-
plete d’ une équation aux dgﬂ"érences partiel-
les linéaires du second ordre & coefficiens
‘constans , par le méme.
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"3. Sur U intégrale compléte et finie de
U équation des. vibrations des lames élasti~
ques , par le méme .

Nel quarto tomo del suddetto Istituto leg-
gesi un ragionamento del sig. Biot intitolato
recherches sur U’ intégration des équations dif-
férentielles partielles , et sur les ocibrations
des surfaces, ov’ ei dimostra che un’equazio-
ne differenziale parziale d’ordine qualunque,
tra un numero qualunque di variabili,& sem-
pre suscettiva d’ un integrale espresso per
una serie finita o iofinita, e completato da
un numero di funzioui arbitrarie eguale all’ in-
dice dell’ ordine dell’ejuazione , poiché ciascu-
na di queste funzioni comprende tante quan-
titd indipendenti fra loro, quante sono le va-
riabili ch’entrano nella. proposta, men due.
Tutti questi risultamenti gli ottiene 1’ autore
sviluppando il valore della variabile princi-
pale mediante il noto teorema di Taylor, o
come portano altri opinione, di Giovanni Ber-
-noulli. Applica poi le sue teorie ed i suoi cal-
coli alla determinazione -dei movimenti delle
superficie vibranti ed in ispezial guisa dei piani.

Trovasi finalmente nel quinto de’* volumi
- prementovati giudicata degna dell” onore dei
: torchy una dissertazione titolata cosi intégra-
tion générale et compléte des équations de la
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propagatzon du son , U air étant consideré
avec ses trois dimensions , par Parceval . Ma
questa pure destinata ad arricchir il volume
dei dotti stranieri, come test¢ dicemmo , per
noi irreperibile ; non lascia di se nel suo titolo
e nel nome dell’ autor suo che il desiderio
d’ esser letta e disseppellita .
Abbiamo una dissertazione del sig. Tram-
bley fin del 1797 negli atti dell’accademia di
Berlino , la quale oltre a varie osservazioni so-
pra il problema delle trajettorie , contiene di-
verse equazioni non lineari a differenze par-
ziali, ed in un la promessa di vie meglio
svolgere e rovistare questo tema 1mportante
in altro lavoro .
'* Eccomi in fine, sempre con cronologico
ordine, a tre italiani viventi, Fossombroni , Bru:
nacci , Paoli, maggmn della loro rmommanza,
tutti e tre sorti in quella fortunata regione ,
altrice antiqua d’ingegni, ferace mai ssempre
d’ inventori , la quale per tutti i suoi e per
tutti i non-suoi pud citare quel ' grande che
superd nell’ ingegno I’ uman genere, e di cui
lascio “scritto Keppler con enfasi veramente in-
spirata , ch’ ei -salse sulle piti alte muraglie
dell’ universo , e comprese tutto dall’ ultime
cose alle’ prrme . Fra’ tanti utili ritrovati che

Y
R
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questo gemo sovrano ha lasciati in dote alla

‘matématica scienza , & da nporsn la teoria delle
-velocitd virtuali, »fecondo principio meccanico
che sparse una nuova universale irradiazione
su -tutte le macchine e semplici e compo-
ste . Or so questo argomento fino del 1796
diede alla luce un’ insigne opera il sig. cav.
.Fossombroni , per entro a cui campeggia e
spazia per ogni dove il suo alto sapere non
che nelle geometriche e meccaniche indaga-
zioni, in -quelle della sublimissima analisi e
precipuamenté ove. dessa si appoggia al cal-
colo delle differenze parziali, si che egli pren-
de il suo posto intra i ceoperatori all’ inere-
mento e a’ processi di questa si importante
filiazion matematica . Qualunque elogio perd
si potesse qui fare dell’ opera di questo in-
. signe geometra , non varrebbe mai tanto ,
quanto quello che parte comeché bel bello
- da un geometra di prim’ordine di quella na-
zione cosi circospetta nel laudare i suoi mae-
“stri g’ italiani, dal sig. Prony voglio dire,
che nel giornale dela scuola politecnica di
Francia ne raccomanda at giovani la lettura
- siccome d’ opera nel suo genere rilevante .
Venendo ora al secondo de’ tre memorati
toscani, non s pud dar commendazione,. che

-
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basti al calcolo integrale dell’ equazioni lineari
‘opera pregevolissima del sig. cav. Brunacci che
vide la pubblica luce nel 1798, la cui merce
si cessd di desiderare una limpida ed estesa dot-
trina di questa emanazione d’analisi, ch’e di
tanto e cotanto rilevo nell’ indagini matemati-
- che . Nulla dird dell’ equazioni lineari di dif-
~ferenze finite, né di quelle pur lineari d’ in-
finitesime, e né di altrettali di differenze. par-
ziali finite , che in quell’ opera si contengo-
no , ricche tutte a dovizia d’ importanti sco-
perte, di fina sagacitd , di magistrale ordine,
e di limata non vulgare chiarezza. Pretermet-
tendo adunque cid che non feci argomento di
questo sommario, e restringendomi a far pa-
rola di quelle sole equazioni che al mio as-
- sunto pertengono, dird primamente che pren-
de ivi I’ autoreé a integrare la generale equa-
- zion lineare di differenze parziali dell’ ordine
ennesimo con i cocflicienti invariabili, ed as-
-‘segna per questa 1’ integrale dotato d’ un nu-
mero n di funzioni arbitrarie .- E avvegnache
1’ equazione dell’ ordine ch’ei piglia ad esa-
: mina, & da lui supposta mancante del secondo
- membro, proseguita e insegna che ancheche
la proposta lo possedesse, e fosse questo fun-
. zione "di due variabili ma & una certa for-
ma prestabilita , 1’integrale della proposta me-
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desima si potria conseguir non pertanto , non
dipendendone 1’asseguimento se non se dall’ in-
tegrazione di due equazioni lineari con i coef-
ficienti costanti, le quali pur sannosi, com’ &
notorio , integrar per intero. Passa seconda-
mente 1’ autore a considerare dell’ equazioni
tra quattro e piu variabili con i coefficienti-
invariabili ed assegna per queste ancora gl’ in-
tegrali completi, e come gia quelle a tre va-
riabili , cosi egli arreda anche queste di utili
ed ingegnose riflessioni. Terzamente egli mo-
stra con una posizione del tutto nuova il modo
di far dipendere I’ integrazione d’un’equazione
a differenze parziali dell’ ordine n da altre dello
stess’ ordine si, ma a differenze ordinarie, la
qual sostituzione abbiamo pur noi con esito
felice impiegata in alcune dell’ equazioni trat-
tate nella prima classe di quest’ operetta. Ulti-
mamente si volge con artificj suoi proprj ad
integrare equazioni di differenze parziali con i
coefficienti funzioni di due, variabili; e gl’in-
tegrali dati da questo autore hanno il vantag-
gio d’ essere rappresentati da formole piti sem-
plici di quelle de’ metodi wusati dagli scrittori
che primi si occuparono in siffatte disquisi-
zgioni . -

" Antesignano d’ un nuovo- rampollo della
sublime analisi ecco 1’ integrator celeberrimo

4
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dell’ equazioni di differenze parziali finite ed in-
finitesime , il sig. Paoli . Le sue dotte primizie
su questo tema depositate nell’ ottavo volume
degli atti della societa italiana, furon foriere
dell’altra sua insigne operetta uscita alla luce
in Pisa del 1804, colla quale ei ne porge dif-
fusamente la teoria di tali equazieni.

Si fa egli in primo luogo a trattare delle
“linearie di differenze parziali finite ed infini-
. tesime del primo, del secondo, del terz’ ordi-
ne , e dell’ ennesimo con i coefficienti costanti
fra tre variabili, ed assegna per esse tutte gl’in-
tegrali compiti. Passa in secondo a considerare
1’ equazioni medesime non .pill con i coefhicien-
ti costanti , ma come funzioni.di una variabi-
le, e chiaramente dimostra che 1’ integrazione
in tal caso si pud far sempre dipendere da
equazioni.di differenze parziali finite corredate
de’ coefficienti mutabili. Prova in terzo luogo
1’ autore per 1’una parte, che se oltre a’ter-
mini moltiplicati per la varisbile principale e
per le sue differenze vi fosse anche un termi~
ne funzione d’ una delle variabili, 1’ integra-
zione non pertanto non patirebbe veruna dif-
-ficoltd , e dimostra per I’altra che se il termi-
ne aggiunto funzione fosse di due variabili,
I’integrazione ne soffrirebbe moltissime : ben-
ch¢ ¢id non ostante annovera moltissimi casi
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in cui anche colla funzione aggiunta puote
afferrarsi 1’ integrazione . Suggetta in quarto ai
suoi metodi I’integrazione dell’ equazioni a dif-
ferenze miste intra quattro., cinque variabili
ed ancor piu, fornite de’ coefficienti costanti,
e stabilisce anco per queste eqnazioni gl in-
tegrali completi. In quinto si volge a quelle
nelle quali la differenza di una e di .un’ altra
variabile & finita, quella di una terza & in-
finitesima ; e che oltre la variabile principale,
funzione dell’altre tre variabili contengono de’
coefficienti- costanti . A queste pure ed assegna
gl’ integrali completi con due metodi limpidi
elegantissimi, ed aggiugne oltre a tutti i termini
in cui entra la variabile principale colle sue .
differenze , un altro termine funzione di tre
variabili , non senza dare gl’integrali eompleti
anche per le novelle equazioni che cosi ne ri-
sultano . Passa finalmente a mostrare il chiarissi-
mo autore gli usi delle cose esposte, e pria in-
vestiga la somma delle serie infinite ; fa quindi
vedere il come si possa merce -le sue teorje
svolgere le funzioni in serie , e come s’ otten-
gano-gl’integrali per serie dell’ equazioni di
differenze parziali infinitesime. Tali cose im~-
portanti contenute nell’ originale operetta del
dotto Professore di.Pisa e qui lineate appena
- in iscorcio , fanno sommissimo onore non che
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a Lui, all’Ttalia tutta che e per Lui e per tanv
ti altri Insigni ha a dovizia da indurre a ris
trattarsi volentieri chi disse 1’ Italia non avere
oggidi matematici, come se tutto fosse oltra-
monti , e tutto fosse portatile fin I’ mgegno e
Ja 'mente degl’ italiani .

Ora per terminar questo abbozzo della
storia del calcolo delle differenze parziali, dird
che I’ Eulero dee per 1’una parte riguardar-
sene come il principale discopritore, e che per
‘1’ altra Dalembert primo ne fece un’ applica-
zione importante ed originale , e somministro -
dell’ aperture all’Eulero medesimo, come que-
sti ingenuamente conviene ; onde sembra po-
tersi senza torto conchiudere col sig. Bossut
ohe questi due illustri hanno presso.a poco un
eguale diritto alla gloria di si bella e vantag-
giosa inventiva .

APPENDICE

Era presso al suo termine la stampa di
quest’ epitome storica, quando svolgendo il ca--
talogo de’ libri del sjg. Molini di Firenze, vidi
in ‘esso accennato il primo volume de’ dotti
stranieri ( sgavans étrangers ) dell’ Istituto di
Francia, cui, forse per la.fresca data della sua
lmpressmne ‘che & dell’ anno ultimo precor-
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90, non mi fu dato di rinvenire in altr’ indi-
ce, oltre ad averne fatta inutil ricerca appo
questa Regia Biblioteca dell’Universitd. di Bo-
logna, dove probabilmente per lo stesso moti-
vo della sua recentezza fui assicurato che un
tal volume non avea finora veduto la pubbli-
ca luce . Ho pertanto trovate in esso di rela-
tive al nostro calcolo delle differenze parziali
le seguenti dissertazioni del sig. Parseval .

1. Intégration générale et compléte des
équations de la propagation du son , U air
étant considdté avec ses trois dimensions .

2. Mémoire sur la résolution des équa~
tions .aux différences partielles linéaires du
second ordre .

3. Intégration générale et complete de

deux équations importantes dans la mécam-
que des fluides .

. Mémoire sur les séries et sur l’ mté.
gmtzons compléte d’ une équation aux diffé-
rences partielles linéaires du second ordre a
coefficiens constans .

La prima , la seconda, e la quarta di
esse furono memorate anche qui sopra, ma
solamente di titolo. La terza nol fu, ch’io
-mon ne aveva contezza, e fecivi in quel cam-
bio menzione d’un’ altra che sebbene -citata
dagli atti dell’ Istituto di Parigi, come desti
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nata a tener posto nel suddetto volume  deid
dotti stranieri, non pertanto non vi si trova
~ingerita. Dico io dunque che nella prima delle
test¢ nominate , il chiarissimo autore suppone
gia scoperte 1’ equazioni fra tre , quattro, e cin-
que variabili di differenze parziali lineari, e
cio¢ le tre equazioni che determinano la pro-
pagazione del suono pe’casi che 1’ aria abbia
una, due, e tre dimensioni . In seguito sup-
pone trovato 1’ integrale pel caso d’ una di-
mensione, intanto che 1’ equazione non & se
non quella, la quale determina il moto d’una
corda in vibrazione, di densezza uniforme ; e
di fatto I’ integrale fu per la prima volta, come
¢ noto , dato dal Dalembert, se non che il no~
stro autore il presenta cambiato in questa guisa
u=F(z,y, x4+t a)+f(z;y,x—1t)/a) .
volendo che z, y sieno considerati costanti per
questo perche nella risoluzione dell’equagione
non si ha riguardo che al caso d’ una dimen-
sione soltanto . Passa a mostrare, che volen-
dosi I’ integrale dell’ equazione infra quattro va-
riabili, sard di mestieri far variare y nell’ es-
pressione di u, e sostituire questo valore di u,
e de’suoi differenziali in un integrale di forma
definita , il quale integrale posto nell’ equazio-
ne fra quattro variabili, la costituisce identica.
Similmente per conseguir I’integrale dell’ equa-
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zione fra cinque variabili presuppone 1’autore
un altro integrale di forma definita , il quale rins
chiude I’integrale co’suoi differenziali dell’ e-
quazione fra quattro variabili; la qual espres-
sione sostituita vien a rendere identica I’ equa-
zione per lo caso di tre dimensioni. Quindi
conchiude che l’integrale nel caso di due di-.
mensioni, dipende da quello cognito per una,
e che I mtegrale per quello di tre dipende
dal caso di due : onde tutta la difficolta non
risiede altro che nella somma della serie che
rappresenta 1’ integrale dell’ equazioni intra quat-
tro, e cinque variabili. Ad ottenere questa som-
ma presenta 1’ autore degli artifizj sagaci ed ele-
ganti e degni d’ essere avuti in considerazione.

La seconda delle suddette dissertazioni vien
ad essere un supplemento di quanto venne es-
posto nel 73 dal sig. Laplace negli atti di Pa-
rigi, poiche ritenendo il Sig.Parseval tutto cid
che di sostanziale contienesi nella trattazione
di quel geometra, ne offre il risultamento di
alcune sue proprie ricerche, che puote esser
utile per integrar I’equazioni di second’ ordine
con gli coefficienti variabili.

Si aggira la terza dissertazione sull’ inte-
grar di due equazioni del sig. Lagrange con-
cernenti alla meccanica; de’ fluidi . E prima il
sig. Parseval iscandaglia quella che da il pre-
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fato geometra alla pag. 5or1. della sua mecca-
nica analitica, e che pertiene alla propaga-
zione del suono nel caso dell’ oscillazioni di
una grandezza qual ch’ella siasi; e la intégra
con elegantissimo metodo , prestabilito il sup-
posto che il fluido non sia animato da forza
. alcuna acceleratrice . Intégra poi quella che
leggesi alla pag. 487. dell’ opera prementovata,
non dando altra limitazione al problema che
1’ ipotesi d’una delle coordinite costanti, cioc-
che vale quanto supporre il canale. orizzontale
e composto di lamine fluide che muovonsi tut-
te secondo un’ identica legge.

La quarta ed ultima dissertazione che ver-
te sulle serie e sur un’ equazione di differenze
parziali con i coefficienti invariabili, non rac-
chiude cose,che sebbene trattate dall’autore da
quel valentuomo ch’egli &, rechino insieme
avanzamento e progresso al mostro calcolo,
laonde non avvisiamo dello storico nostro pro-
posito il darne il sunto .




Mi propongo ip quest’ opera di dare un
metodo generale per integrare in termini fi-
niti dell’ equazioni a. differenze parziali d’or-
dine secondo , terzo, ec. con delle applicazio-
ni alla fisica matematica . Per chiarezza mag-
giore ho divisato di separare tutta la materia
in due sezioni . Nella prima puramente ana-
litica tratterd estesamente dell’ integrazione di
diverse classi d’equazioni a differenze parziali,
alcune affatto nuove , altre integrate soltanto
in alcuni casi particolari. Nella seconda pren-
derd a risolvere alcuni problemi di fisica ma-
tematica, fra’ quali quelli delle corde vibranti
nel caso di variabile densitd , della propaga- .
zione del suono,  dell’ oscﬂlazxom d’ una cate-
na pesante , ec. problemi , alcuni dei quali sa-
ranno da me trattati co’ nuovi metodi intro-
‘dotti da Lagrange , e felicemente promossi dal
pr. Brunacci. L’equazioni finali che emerge-
ranno dai medesimi problenu saranno per 1’ap-
punto di quelle gia conmderate nella prima
sezione .
a



" SEZIONE ‘PRIMA

Integrazione di alcuné classi &’ equazioni
a differenze parziali.

CLASSE I

1. Q uesta classe d’equazioni a differenze par-

ziali abbraccia un numero esteso d’ equazioni

di qualunque ordine. Dalla generale equazio-

ne di second’ ordine ‘comincierd 1’ integrazio=~

ne , passando all’ altre degli ordini superiori.
Sia per tanto 1’ equazione

weeN()+ ()

d dd
+P(f)+0(ozy*d‘§) =0
dd
+ (77)

dove M, N, P, e Q sono soldmente funzio-
ni di x; ed M & la funzione derivata di N;
€ P con una costante indeterminata & la fun-

zione derivata di Q. _ :
Per rendere lineare la proposta equazione;
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mi servird della posizione data dal pr. Brunac-
ci nel corso di matematica sublime, consi-
stendo questa in fare z=ueay -+ z', essendo
us e z2 due nuove funzioni di x, e 4 una co-
stante indeterminata da determinarsi . Avremo
per questa supposizione

- d oy (d dz'
) ="(7) ~ &)
ddZ)' ey ddu) N (ddz.')

dz? dz dz*

dd , dd oy d
(_f)::a ue y’ (t@_ti_:zx) = sue y(a-g)

Fatte le SOStltllZlOIll e ordinando , si tro-
vera la- trasformata

{2 +Ter0] G [ pee )

dx?
...... -+ (giz;) -+ N (%) “+Mz = o

che potremo separare nelle due equazioni (1),

e (2)




4 . t
() e Q) Gy ozt

(g%fl) -+ N (g—:}) =Mz =0....... E .(2)

Dunque !’ integrazione della proposta dipende
dalle due equazioni lineari a coeflicienti varia-
bili (1), e (2) : ma queste sono della forma
richiesta nel teorema di derivazione da me fis-
sato in una memoria stampata nel tomo XIII
degli atti della societd italiana delle scienze,
volendosi nel medesimo che il coefficiente di w
nell’ equazione (1) sia la funzion derivata del

coefliciente ( _j~u) : e che il coefficiente della
. \ X

'z' nell’ equézione (2) sia la derivata del coef-
. ydz
ficiente (._)
dx
2. Usando perd dei metodi esposti in
quella memoria per integrare simili equazioni,
troveremo che 1’ equazione (1) si trasformera
nel quadrmomlo differenziale

dp=+p* d.fr':+[N+ s Q]pdx+[M_+. P+ ]dx:o |

fpd.r

posto u=e . Simjlmente. I’ equazione (a)




si ridurrd al quadrinomio
dq-+qqdx+~qNdx+Mdx=0

dx
fatto z’' —efp v

Per integrare il primo quadrlnomm sup-
porrd p=log.s+log.t, essendo s, e ¢ due.
nyove variabili; ed avremo, sostituendo

d?s-a-_-o-[log s +log. t] dx -+

'[log.s-n-]og. t][N—;—. Q]dx+ [M+ a Py .’] dJ; =0

equazione che potremo spezzar in due onde de-
terminare le wvariabili s, e . Sari dunque

gf. +[M+nP+a'] dxr—o

(-g-l- []g.s-f-lg.t]gdw-h [lg .S-f-lg.t] [N-I— . Q] dx =0
Dalla prima si ripava integrando

log. s —-Q[N+nQ]

essendo come si & detto M la derxvata di NV,
- € P+, la derivata di Q. La seconda, fatte le



6
sostituzioni e riduzioni opportune , si conver-
te nell’ equazione

C—?-n-[log. t]zdx—ldg. t [N—l—a Q]dx:o

I metodi d’ integrazione per quest’ ultima
equazione sono gid moti; onde eseguita I’ ope-
razione come conviene , si trovera 1’ integrale
espresso dalla seguente formola

1+ Qle

i = .
| fe‘ S N-s Q]dxdx

Sostituendo in vece di s e £ i valori tro-
vati, avremo

sl

3 —[+-0]+4

fe f [N+ a Q]dxdx

che sara I’integrale del quadrinomio proposto.
Si trovera fatte , le operazioni come sopra,
I’ integrale del secondo quadrinomio espresso

dalla formola che segue




//

“ 7

'dex -
e
= —N«+4'
1 JNdx -
fe dx

Ma si ¢ supposto u= efpdx',e.z’=ef9dx :
dunque sostituendo, sarh
f[bl-f-‘Q]dx

[m"‘dx [N-l--n Q] “+ A4 ]dx

integrali finiti dell equazwm (1), e (2).
quantita 4, B, 4, B, sono le diverse costan-

ti arbltrarle agglunte all’ integrazioni .
Ponghiamo 1 valori trovati di u, e z' nella

prima posizione ; ed avremo
oS [N +a0]ex

f[f SN +ag)ix 7

z:Be e

[N-i-aQ]-l— A4 ] dx

' efﬁdx
..,_B'ef[fefmxdx - 1\+A']dx.
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espressione che indichera 1’ integrale finito della

proposta equazione a differenze parziali del
second’ ordine

3. Resta indeterminata la costante z, ma
sviluppando la quantitd esponenziale

f[n+,.g dx

f[ [n+.9]dx [N+ 'Q]+Aldx

secondo le potenze dl a, 8i troverd per z un’
espressione di questa forma

z=Xe"” - Xae' - X'a* e - X" g e
lex '
i,
fe dx

essendo X, X', X", ec. funzioni conosciute di

x. Mettiamo ora f(y) per e‘y(indicando per

f(y) una funzione qualunqﬁe di y)

(fy)) per ge*”, (dy )pera.e'f ec.

e si avra

2= Xfly)+X' (df(y)) X" (d f) )




[N _ 9
f [f. Tamg, N s

' Questa formola rappresemeré r mtegrale della
proposta corredato di una funzione arbitraria
f (y). Perche tale espressione di z potesse dir-
si I’ mtegrale completo , dovrebbe secondo i
geometri che primi si' occuparono in queste
ricerche, contenere due funzioni arbitrarie.
Ma i recenti analisti hanno dimostrato’ non
essere una tale conseguenza sempre leglttlma,
. come potrassi riscontrare in diverse memorie
e corsi di matematica scritti in quest’ ultimi
tempi, fra’ quali quello del pr. Brunacci (tom.
11. cap 2. pag. 322. e 323.

4. Sia proposta in secondo luogo r equa-
‘zione di terz’ordine a differenze  parziali

u (dz)+N(ddz)-¢ @) )

dx dx ‘ dx? |
ddz, . d
.dSz
-+ (dyzdx) )

essendo M, N,P,e Q come 3l §. 1. Quest’equa-~
zione si trasformerd nella trattata, se faremo
' b
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(=2 (=3
()= (am)=(2)

‘ diz ddZ d
(=2 E)=02

Sostnt_m.ti. questi valori, avremo I’ equazwne

. M Z+-N (‘iz) - (i}g)

~ dZ ddZ '
P hadhediniy j—
=
| dy’
- che & della forma richiesta: quindi Z verra
espresse dalla seguente formola

Z=Xf{y)+ x'(‘iﬁﬁ)-.-x (d (7))-.-
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" Ma abbiamo suppesto (C.E):_—_ Z,e

dz

dx
remo z =/Z dx ~+F(y), essendo F(y) una fun-
zione arbitraria di y, che devesi aggiungere
all’integrale in vece della costante arbitraria.
( Si consultino i trattati di matematica di Paoli,
Eulero , Brunacci, ec. dove si vedra il metodo
d’ integrare generalmente 1’equazione differen-

. ziale ‘Ef)di": flz,y)dz" .)
. dx”

dx=2Zdzx ; integrando dunque , Ticave-

Sostituendo ora il valore di Z, si troveré
| d )
z =f§Xf(y)+X fy)) - X _____fy)>+

dex

f[ = N+4 o=
e | {dz-F(y)
espressione completa e che’ indichera 1’ inte-
grale finito della proposta equazione di terzo
ordine a differenze parziali .
5. Siain terzo luogo da integrarsi 1’ equa-
zione di quart’ ordine a dlﬁ'erenze 'parziali



1
MED-NED - (@D s
d d*

fP dy;2)+0 Eﬁfx’s) ) = o

' d4z
dy‘dx‘)

Per ridurre quest equazione alla forma della

‘trattata al S 1, faremo ( d—x——‘.‘) =2z, ed esegui-

te le medesime operazioni come al §. 4 ; avre-
mo primieramente

. " d X
z=x,_f(y)+x’(d{(f)) + X" ( f(y))-.. .....
. B' f[fef"“‘dx N*.A']dx
gd. in secondo luogo si avra
2= fdx [Zdx 4z F (y)=F (y)

dunque sostituendo si troverd 1’ integrale dell’
. equazione a differenze parziali di quart’ ordi-
ne, ‘espresso con la seguente formola
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==fdw/{w> x (42w x (20
lex
[/ [ fe ¥y

— N*A']dx
“+.......4=Be ;dx
+xF(y)+F'(y) .»

6. Apparisce chiaramente che co’ medesi-
mi artlﬁc] si potrd generalmente integrare I’e-
quazione a differenze parziali dell’ ordine n

M(j;'l;%)+w(j—'g—;—f) - (&

d*- 'z dez

+ (dy (fzx-': )

sempreche si faccia’ (jhzz') = Z; e fatte le
_ " —?

sostituzioni, si otterrd la solita equazione di .
second’ ordme
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M?+N(g)+; Z—Zf) )

+P< Z) o(jj@
(ddz

che generalmente sappiamo mtegrare
7. Si potrebbe pure co’metodi esposti ri-
durre I’ equazione dell’ ordine 772 4= n =+ 2 =

r+ 2 (ponendo m + n = r) a quella di
second’ ordine

AR dr+1z Cdr g
M(d::) N(dx'.:r)* (dx.:.f)

+ P (Z;r;x!z) -+Q (C-g%t-:-x_) =o0

+
—
%
+
»
N
p

burché si faccia (_G_ZZ) =Z.




- | £

. ' Possiamo dunque stabilire generalmente
¢he qualunque altra equazione della forma-di
quelle fin qui considerate sara completamente
integrabile, se i coefficienti M, N, P, ¢ Q
godranno delle proprieta enunciate ; e perd
resta dimostrato un teorema analitico , che
pud essere di scorta per distinguere se un’ e~
quazione a differenze parziali della forma trat-
tata ammette un integrale finito e completo.
usando degli esposti metodi.

CLASSE IL

8. L equazioni che prenderd ad integrare in
questa- classe sono dell’ultima importanza per
le apphcazwm ai, problemi d’idrodinamica, e
"d’ astronomia fisica. 1I sommo Eulero nel tomo

terzo . dell’ opera intitolata Miscellanea Tauri-.

nensia ed altrove, si propose d’integrare I’ e~
quazion generale

d dd d |
o) =0 () es(B)-f

dalla quale dipendono infinite altre di uso

- esteso in molte ricerche difficili ed interessan-
ti . Ecco come questo celebre autore si espri-
me ,,Ce n’est pas une pure speculation , qui

a fourni cette équation, mais elle renferme la
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solution de plusieurs questions physico-mathé-
matiques de la derniére importance,,. I passi
fatti dall’Eulero non sono -che pochi e limi-
tati ad alcuni casi particolari ; soltanto procu-
ro egli di sodisfar 'in parte alla ricerca, tro-
. vando una serie indefinita la quale adempisse
alla condizione richiesta . Ma siccome-i geo-

metri bramano gl’ mtegrah espressi in termini -

finiti , cosi spero co’ metodi “ch’io son per
esporre di- aver appagate le loro brame, giac-
ché offrird compiutamente integrata la propo-
sta equazione a differenze parziali ..

d.

9. Ponghlamo dunque z =[z' 4 u} /7%
essendo z' funzione di y ed z; ed u e p fun-
zioni solamente di x . Diﬂ'erenziando avremo

()= o ()

dd /dxdd
T D G=" G

dy* dy*

(5=~ G ~rtzu]

/i pdx

[l (G)+ (D)1 wa]] (E) +pil e

e sostituiti questi valori nella proposta,si tro-

(
=[G~ (]
)-
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vera I’ equazione trasformata -

z'\ . 5 (ddz’ ddu
o(3%)= b (32)+ b (3)+lbpSIx

() (1ot ) a2

x

Siccome quest’ equazione contiene le tre. in-
determinate z',u, € p, potremo determinar
queste mediante 1’ equazioni

ddz' ddz'\ _. .
‘b(dx’)—a(@’-.:-o‘..- ...... . (I)
6(Zdu)+[2bp+—][( ) (%)]:o(z)

bdp-+bppdz-+ L d ;a%.dx —o...... (3)

La prima (1 ) ¢ un’ equazmne a differenze
parziali ed appartiene al.famoso problema del-
le corde vibranti nel caso di uniforme densita
e sono noti i metodi per integrarla. La secon-
da (2) ¢ a differenze ordinarie di second’ordi-
ne; e ne sono pur noti i metodi d’integrazione.

' Fmalmente la terza (3) & un quadrinomio dif-

ferenziale di prim’ ordine ; e dipende la sua in-

tegrazione dal teorema stablhto nell’ enunciata
"¢
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‘memoria stampata fra quelle della societd ita-
liana delle scienze .
10. Ad integrare l equazmne (1) mi ser-

vird della cognita sostituzione z' =g ey,
essendo », 8, e g costanti da determinarsi .
Questa supposizione ci da ‘

dz'\ _  ex+fy dz'\ __  ax+fy
(E:;) =ge P’ (3}) =ge B
ddz'\ __  av+fy ddz'\ __  ex+fy,,
(Go)=sc = . (G)=se ¢
Sostituiamo questi valori nella proposta; e do-
ox-+f

~po averla divisa per ge y, avremo. af *=ba*

da cui si ricava g===4)/~ . Questi due valori

/

di g ci danno due valori per z', ciog

e ge‘a[x+n/{] o _gea[x—n/—]
Per o', g indico altre due costanti arbitrarie
diverse da « , _

Anche la somma di questi due valori di
z' sodisfara alla proposta, e sara

efen/1] ¢[x—n/ 2

z=ge 2] “+ge
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Ora posta F [x-a-yl/ ] per ge ac > e

F' [x—yl/ ;] per g' e Te— ‘/‘-] » avremo percid
z'=F[xWé] -'c-F'[:z:-—yl/-é]
essendo - F [x-n-yl/ ], F [x—y‘/ ] due fun-

zioni arbitrarie.

11. Trovato 1I'integrale dell’equazione (1),
vediamo come si possa integrare 1’ equazione
(2); e per questo ponghlamb la detta equa-
zione sotto la forma

(G2 ] (3 tp) (5)=

xi

la quale , fatto (Z_Z)z q, si ridurrd a

bdq—a—[ébp...f] gdx-+ [2bp+2 ] (?1_:;) dzr=o

 Mediante la sostituzione bernoulllana del pro-
dotto di due nuove variabili, si trovera 1’ in-
tegrale di quest ultima equazione espresso per

ged—e f[2p+ ]dxfﬂ1p+ ]a'x[ : ]( )



(dx *dy? ) Z:) dsz)_‘ “).

Riducasi I’ equazione di quart -ord_me a quella
' dz
di secondo, e cid con fare (T)=z' . Integra--

ta frattanto 1’ equazione in z', e chiamato W

I’ espressione risultante di z', avremo
z=fd:1:dea:+xF(_y)+F’ (¥)

integrale finito, e completo dell’ equazione di

quart’ ordine a differenze parmah .

16. Apparisce evidentemente che con gli
stessi artificj si potrd ridurre all’ equazione di
second’ ordine 1’ equazione a differenze parziali
dell’ ordine n

du .o 'du du—x dx—:
ol gm) =b () -2 -5 ()

" —-—2

purche si faccia (

z):z’. ZLutta la difﬁ-
dx"~* :
colth dunque sara riposta in dover integrare
quest’ ultima equazione a differenze ordinarie
dell’ ordine n—2 : ma abbiamo gia accennato
essere sempre generalmente mtegrablle una si-
mile equazione, come di fatti si pud riscon-
trare negli autori sopra citati . -
17. Riprendiamo 1’ equazione




a3
dz, ddz c (dz C _
=b(—) +- () —
d_y ) (dx‘) +x (dx) ro
conciossiaché non sard opra perduta I’ interte-

nersi su d’ alcune riflessioni - curlose che ne
.suggerisce .

Primamente se volesse trasformarsi questa
equazione in altre simili, basterebbe supporre

z=2a"2 |
e o
| (Z;lé) =z (é;l_z;_) -+ 2 mxm‘-f ! (Z_i)-f— ..........
........... e eeees m[:an]xm_az’

Sostntuendo questi valori si avrd la trasformata

* ()= (Z’if') S gyl

nella quale m sard per noi arbitraria. Deter-
miniamo dunque m in modo che 2bm-+c=o,

£
e m=-— b- : avremo z=x" #z', e la trasfor-
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mata si cangiera in -
ddz' ddz' c[a.b-l—c] '
(W ) b (dx ) fbxx
" la qual equazione avendo.un termine di me-
no debbe nguardars1 assai pia semplice della
proposta equazione .
Si potrebbe pure con la stessa sostituzio-

ne far piuttosto sparire 1’ ultimo termine, de-
terminando cio¢ m in modo che [bm+c][m—1]

c . L
=o, e perdb m=—y, m=1. Per questi due

valori di m la nostra trasformata si camblera
in gqueste due equazioni

ddz' ddz' dz'
* (dyz;) b(me)—= (d.i)
*(32)=4 ()~ 5 (2)

che sommate somministrano I’ equazione

ddz\ - ddz dz’
h(&f)= @)+ = (3)

(avendo posto A =Z—) , che & del pari man-

cante d’un termine, e percio piu semplice

della proposta .
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. 18. Secondariamente se nell offerta equa-
zione facciamo ¢ =2b, ne nascera 1’ altra

a (ddz ddz 2 /dz a )

g (Iz?)=(dx—=)*";(a;)‘;;z 0
che ‘& generalmente integrabile co’ metodi” es-
posti dall’ Eulero nella citata opera Miscella-
nea taurinensia , come pure con altri che.
fra non molto saremo per esporre . L’ autore
medesimo con artificj analoghi integra poi molte
altre equazioni provenienti tutte dal dare a ¢
certi valori numerici .

. In terzo luogo se si volesse far di-
pendere !’ integrazione della nostra equazione
a differenze parziali ‘da un’altra equazione a
differenze ordinarie , ed omogenea di ordine

secondo , basterebbe servirsi del metodo se-

Y . -
guente . Si faccaa (comeal §.1)z = =ud’ 4 2 ,

essendo u, e z' funzioni di x solamente, e g una
costante indeterminata . Sard per questa suppo-
sizione , trasformata la proposta nell’ equazione

[ (o) £ ()~ Zeot] 2 ] o

...... b (75 + £ (@)—ge=o

d
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che potremo separare in due onde determina-
re le nuove variabili u e z'
Ponghiamo dunque

b Qﬁ)"’%(gg) - [;i‘v""aﬂﬁl u=o
b(ddz.) ( _-_z—o

La seconda di quest’ equazioni ‘sappiamo gene-
ralmente integrarla, dipendendo essa dal teo-
rema di derivazione che abbiamo accennato di
sopra : dunque tutta la difficoltd sara ridotta
a dover integrare la prima equazione data per
u, x, e costanti. Per tentare quest’ integra-
Sp" dx

zione facclamo u—e , ed avremo, sosti-
tuendo. la trasformata

m—l( p)-'- bP T -P —-c'—aﬁﬁ =o

Facciamo m=——1, e sara

b (dp b < c —o
\aa) T T T E T R
la qual equazione differenziata nell’ ipotesi di

dx costante , dard
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Z(Z) -2 (Z) o+ ol (Bmi=

che & un’ equazione omogenea di second’ or-
dine a differenze ordinarie . (Intendo qui per
equazione omogenea di second’ordine, cid che
dalla comune degli analisti ordinariamente si
voole , fra quali veggasi I’ Eulero nell’ aurea
sua opera di calcolo integrale, tom. II.)

20.  Osserviamo in quarto luogo, che se
nella proposta equazione facciamo ¢ =o0, essa
si trasformera nell’ altra semplice e tanto ce-

lebre
dd * dd
( Z) ( ¥

la quale determina il moto di una corda vi-
brante nel caso che la sua densitd sia unifor-
me . Abbiamo gid dimostrato che 1’ integrale
d’ una tale equazione & -

é.:F[x+yl/%]+F'[x—yl/-§\]

essendo F[x-a-y'/-é] F'[x-—yl/—é] le due

funzmm arbitrgrie che compiono I’ integrale .
. Yediamo finalmente come ottener si
Ppossa l mtegrale delle due equazioni pit sopra
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trovate al . 17, servendoci di metodi affatto di-
versi dagli esposti fin qui. Siano dunque le
equazioni .

dd- 4ddz' 0[9. el ,
(dyz) b(Ze) 43;] """ -

ddz' ddz' dz’ ,
h(@ﬁ)=(zf;_)-,- ()o@
delle quali si voglia 1’ integrale completo .

Se primamente nell’ equazione (1 1) facciamo
' ay oaju--t
2=Ce” e [ ], essendo C, « d_ue costanti in-

determmate ; u una funzione di y; e ¢ una
funzione di x solamente , avremo per questa
supposizione la trasformata

ddu ) X du) . ddt) dty 2b+4c]
\dy ? ok [H_( dy ] ==ba (dx* b (dx 4bxx

che potremo spezzar in due, onde determi-
nare u , t. Ponghiamo dunque

() -1+ () =

dy ly
dd d ] 2b+c
(dxt) * ( t) ‘g-bi:;] =

equazioni che sono integrabili co’ metodi co-
gniti . Eseguite *frattanto le operazioni, si tro-
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vera | integrale finito della prima indicato per

u-—[H- ]log[ay-—A]-i—A—-afid =Y

e similmente 1’ integrale della seconda verra
espresso dalla formula

Bxr * —1-
t f% __’+l§dx+

ba—aB *

essendo a=:-;;[ 1+/( I+4:]7-)],b=;/"[ I;l/ (1-+4h)],

e h:c[izb';c] . Le quantita 4, 4, B, e B

sono le diverse costanti arbitrarie introdotte
dalle rispettive operazioni d’integrazione .
Ponghiamo ora nella sapposta sostituzio-
ne i valori trovati di £ € di u ; ed avremo
' ay ofY4-X
= OV e [YT+X]
che esprimera 1’ integrale della proposta equa-
zione a differenze parziali. Se org sviluppiamo

of Y4-X
la quantita e[ ] secondo le potenze di «,

si trovera per z' un’ espressione di questa forma

.z_TCe -l-TC',,, +T"Co’e” + . ceeeee
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oppure sostituendo, come nella pnma classe
al §. 3, sard

= Tf(y)+ 7'(77 )...T"(_d}.;)) ‘-

essendo 7', T'', ec. funzioni di x, e iy conosciute .
Passiamo in fine a considerare 1’ equazione

fly+t

(2); e facciamo nella medesima z'=Cue s
essendo C, u , t come per I’equazione (1), e
g una costante indeterminata . Per questa sup-
posizione , avremo la trasformata

(7 ool preet(zm) o)+ £2)
che potremo separare nelle due equazioni

(gf;‘)-i- 28 (ZZ)-&- g u=o

ddt de\* 1 dty__

=) ) 7 (Z)=°
le quali sono integrabili ‘co’ metodi cogniti .

Ad 1ntegrare la pnma di queste equazio-
ni, sard necessario che ci serviamo dell’ ele-
gantissimo metodo dato dal sig. pr. Brunacci
nel tomo II. del suo calcolo sublime, ed al-
trove; a fine di scamsare 1’ artificio wusato dal
sig. Dalembert per il caso delle radici eguali.
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Consiste questo nel fare u = ewf 'pdy , essendo
» una cestante indeterminata, € p una nuova
funzione di y. Avremo dunque, sostituendo
- I’ equazione

[an-+afiuefié] pdy+lab+-anl p () =o

che potremo spezzare in due, onde determi-.
nare , € p; sard percio '

ph a2 u=p =0 [28+2p] p-o-(g—i) =0

Dalla prima si ricavano due valori nega-
tivi per » ed eguali a g ;e dalla seconda si ritrae
p =4 . Sostituendo nell’ equazione d’ ipotesi ,
AVremo |

u= e—gy[fAd_y-c-A']: e-ﬁy[Ay-f-A']
espressione che- indicherd 1’ integrale finito e

completo dell’ equazione in u .
Per avere I’integrale della seconda, equa-

‘“) —p, e sara da integrarsi

zione , facciamo (
X

I’ equazione

dp+ ppdx-l- —pdr=o
la quale sommmxstral integrale finito

_ 1--Bpzlog.x ’
fxlog
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Quindi sari

::% log.log.x 4+~ Bz + B

integrale della seconda equazione a differenze
ordinarie .

Sostituendo i valori trovati di u,et nella
prima posizione , si troverd un’espressione la
quale soddisfara alla proposta equazione a dif-
ferenze parziali, e ne sara per conseguenza
I’ integrale .

CLASSE IIL

22. L a forma generale d’equazioni che si
prendono ad integrare in questa classe , com-
prende anche quelle considerate nella - classe
seconda ; ed & la seguente

ddz ddzy dzy
@ ()= @)+ /@ (Z)+/ @
indicando f (x) una funzione qualsivoglia della
z, e f' (x) il differenziale della detta funzio-
ne diviso per dx .

Per ottenere I’integrale di quest’ equazio-
ne , supponghiamo come nell’ antecedente clas-

dx e e e
se,z=[z+u] ef P Fatte le sostituzioni e
riduzioni opportune , avremo

A
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ddz' ddz' ddu )
'b( .) (dy)"'b(%T)*""'
Bl )+ (@)1 =
[z.+unb( )+bpp+pf(x)+f x) |

la qual equazlone essendo composta delle nuo-
ve indeterminate z', u, e p, potremo deter-
terminar queste mediante le tre equazioni

(dJZ) (ddz) .

b (39) - [abprs (2] [ (22) + (Ge)] =0
bdp -+ bppdx +pf (x)dx <+ f'(x)dx =0

Queste tre equazioni sono integrabili co®
metodi esposti nella seconda classe ; e perd
avremo

z_F[x-t-yl/c]-t-F[x—y‘/c]
u=Ad+dr— ... ........ ..., « o

J [ S (32)ae
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nf f(z dx ' nf flz)dz
T i
pP=— nff(x)dx

Je dx

Sostituendo questl “valori di 2, u, ep
nella supposta posizione , si avra

Z=xe

{F o=y c}+F [~/ c}-Ad'+Adz— - ..

—/1edpf (@)Jdx  [T2bp+f (a)}dx
Sl Je [28p+f(x (gg)dx]ﬂ
espressione che mostrera I’ 1n1;egrale compléto

della proposta equazione a differenze parziali .
23. 8e per un primo caso particolare ab-

biamo f(x)—(d}i) -e‘ssendo X .una fa nzione -

qualswogfla di x, avremo da integrare I’ equa-
‘zione

dd ddz B dX\ d '
(7 = 2 (&)~ Gz) @)+ ~X's
chiamando per brevita X' il differenziale di
(Xd ), e diviso per dx.

‘Sostituendo pert'mto nell” mtegrale del
paragrafo precedente in luogo di f(x) il cor-
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rispoudente valore , si avrd una formola che
indichera 1’ integrale di que'st ultima equazio-
ne a differenze parzlah con i coeflicienti fun-
zioni della x.

24. Prendiamo per un secondo caso

f (x) = g , € sari f’(x):-—% : quindi sostituén-

do, avremo I’ equazione

ddz ddz dzy, m
@ (dy) b(dx)+ (dx)_ﬁ‘z
che & la stessa equazione considerata in prin-
cipio della classe seconda, e pero-quell’ inte-
grake servira per quest’ equazione ‘colla sola dif-
ferenza che ¢ si cambia in m .

25. Sia‘in terzo luogo f(x) = hlog.x, e

sara f7 (x)..-_-.f‘. dunque dovrad integrarsi 1’ e-
x

qliazione

dd= ddz dox &
=5 hl -

(dy) (dx)+ ng(d:)+xz

. Per avere quest’ integrale , metteremo in vece

di j( ), il sua valore h log.x, ed in tal gni-

sa si otterra I’ integrale della proposta .
26. Fmalmente facciamo f(x) = Arc. sen.x ,

sarh fx)=

; prendendo 1 per il rag-

(1 —rz)
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gio del circolo il cui arco ha per seno z.
Cio posto, ¢i si offrira 1’ equazione

dd dd
( Z)_ b( z)-;-Arc sen. x(dx) ./(:—xt)

che potra mtegrarsl , ponendo nell’ integrale
~ sopra trovato in vece di f(x) la corrispon-
dente espressione di Arc.sen.xz.

27. Anche questa classe d’ equazioni ne
comprende infinite d’ordini superiori, le quali
sono poi facilmente riducibili a quella di se-
cond’ ordine a differenze parziali di cui ab-
biamo parlato . . :

Sia primieramente proposta 1’ equazione
di ordine terzo a differenze parziali |

“(Ji;i) b(22)f (o) (S22 () (2

di cui si voglia Y integrale finito e completo.
Si ridurra prima quest’ equazione a quella di

secondo sopra trovata, ponendo ciog (gf)zz'i
X

ed in secondo luogo si chiamerd W il valore
ricavato dall’ equazione in z'. Si avrd percid

z=dea:i+F(y) :

essendo_ F(y) la funzione arbitraria di y, che
devesi aggiungere all’integ rale afﬁnche questo
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sia completo .- :
28. Similmente 1’ equazione di quart’ ordine

, diz d*z d3z\ a2
a~(m =b(d—x_4)+f(x)(:i;—3) +f(z) Ex_’)
dara I’ integ‘rale

z=[dz [Wdx + xF(y) + F'(y)

. ' ddz [} . .
supponendo prima ~o) = %» © poscia inte-

grando due volte ed aggiungendo sempre le
opportune funzioni arbitrarie .

29. In generale si vede che I’ equazione
dell’ ordine n a differenze parziali dara 1’ inte-
grale completo

s=fdzfdx ..... [Wig+F(y)+zF'(y)+....

CLASSE IV.

3o. C omecché il genere d’ equazioni che

- considero in questa classe sia affatto diverso

da quelle avute in considerazione fin qui,
tuttavia mediante convenevoli trasformazioni
si giunge a presentarle sotto la forma di

. quelle integrate nelle precedenti classi, oppur

in altre che sono integrabili con la massima
facilita .
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- La forma generale di tali equaziomi-®

(ddz) fl) (sz) |

essendo f(x) una funzione qualunque di z, e
. costanti . Se ponghiamo per un. primo caso
' 2

. L 3% L 2
particolare f(x)=hx , x=u ; ez == —,
u

avremo da integrare 1’ equazione

(ddz ddg
oppure

(iil) —_ h [o_r; ’:’: . ddﬁ )
Ma abbiamo

D=1G) >—-<”’“’Z
(@=i @)
(Ziz)—-(jdz)—“‘ R

dunque sostituendo, sari
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am— 1in -
ddz' Qe —(ddz"\__ 3 (dz\ 2
(dy ) h[ ] w [(du‘) ~(du + z]
Determiniamo pertanto n in modo che

sdm—an

— o0 ; ne viene m=n,e percio I’equa-
D—erd ' A
zione da integrarsi sara

(‘.iﬁ) =h [h—m]‘ (f.fiz-')— (dz)-o- 2 ]

dy » 2 du? du uu

che’ potremo trattare con i metodi esposti
nelle due ultime classi, oppur con quello di
Eulero indicato. al’'§. 18. Ma siccome_ abbia-
mo promesso d’ integrare quest’ equazione con
altri artificj ; cosi passeremo a supparre come

®pe

: Br: s .
nella prima class¢ z' = pe ’v‘-i-t éssendo P>
t funzioni. di u soltanto, e g una costante in-
determinata . Fatte le sostrtumom , € riduzio-

ni opportune, si trovera che la trasformata si

spezza nell’ equazioni

(jif) = %’;) + —p—ggep=o.
dden s d
(@‘t) -z (dzj) ""J; ’_f’

‘ Sqdu

La prima , posto p=e , siridiice al
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quintinomio differenziale
a2 - 2
dg—+ qqdu —~ qdu + = du—gggdu=o
Similmente , fatto nella seconda = efrdu , 8i
avra il quadrinomio differenziale di- prim’ or-
dine

2 22
dr-t-rrdu—;-rdu-t- --du:o

Quest’ equazioni si ponno mettere sotto le
forme eleganti

[q—f ;-]‘ di+d.[qg— -;-:]:-gpﬁdu
{r— ;';]‘ du -+ d.[r—i}:o

Ponghiamo g — —— M,.e r—1-=N, sard
1/ U
dM + MMdu= gggdu
dN 4 NNdu = o

Dalla prima si ricava, integrando

2(4+ ¥)

M*eﬁﬁ[:e—,a:.-,.-,]

. ) I X
e dalla seconda si ritrae



N=_
- Ad-4+u
Quindi
1.(1-.--).
= —+gﬁﬁf——m.—.,’]
14e

1
A4u

I
' =
u

Sostituendo questi valori di q, ed r, avre-
mo '

. t.;. (A=)

gﬂﬁ.f[ a( Ar n)]du

l

p=Bue
t=Bu[d+u]

Dunque 1’integrale della proposta verra
espresso dalla formola

!(‘ﬂ- )

ﬁy g Bﬁ./[ 1(1-0- l)]du

z—Bue e 1de -+ B' u| A'+-u]
Sviluppando , comé si & detto al §. 3 la

2(‘4- )

gﬁ ﬁ -/I 1. £ u)]du

quantith esponenziale e - 1¥¢ secondo
le potenze di g, avremo |
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z';,Vf(y)-#V' )-l-..".'.".'..+B'u[A'—|-u]

essendo ¥V, V', ec. funzmm conosciute di u .

2=m

—I ——

Ma abbiamo supposto z=z'u ,eu=zx * ;
dunque sostituendo, e cangiando le quantita
V, V',eec. in X, X', ec., avremo

" me—2 2—m

[Xf(y ) +X' (_—-—)-l- +B' [A+x z]] |

espressione che indichera oI’ integrale finito
della proposta equazione.

"31. Si potrebbe pure con un’altra sosti-
» tuzione integrare facilmente la medesima equa-

“zione
N ddz m (ddz
—' ce— h
(dy‘) (d:t:
" . . . . ﬁ[u-'-t] m
Consiste questa sostituzione in fare z—=Ce x ,

essendo w funzione di vy ; t funziene di x; C
e g costanti indeterminate . Sostituendo , e ri-
ducendo , avremo

dd dd dtvs amdty  mimei]
G~ () =)~ @) +F @+

la qual trasformata si pud ‘spezzar in due,
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onde determinare u, e ¢. Ponghiamo dunque

- dd duy,
)~ ¢ G =°

(20)+ g5 (B 2 (3) + =

eéquazioni che sono’ integrabili senza bisogno
d’ artificj .
. La prima da I’ 1ntegra1e :

u--_-log.A'[ﬁy-l-A]ls

e la seconda si riduce (posto (g-f)z p)a
. X

: gdp+ geppdx -+ _6_. pdx +m[’:x —dz=o
Quest’ equazione si pud ‘mettere sotto la forma
e+ rdz+d. [gp+7] =o
e fatto gp+ %zzr, sara dr;i-rrdx = 0;e inte-

- grando avremo r E—IT Quindi si ricavera
X

B'(B+x) L

I o
p= A —g0e t=log: | ]

x8



-

Sostituendo questi valori , si avra 1’ infe- -
grale dell’ equazione

ddz m ddz
()= ()
32. Be facciamo parimente in quest’ equa-

[ d a Ld

gione z=_~Ce Yu 5 volendo che u sia solamente
funzione di x, e C, « due costanti indeter-
minate , sara, sostituendo

'v’ll

d aa
dxu)
tdx

nella quale , fatto u = ef , avremo
dt +t*der=2_ dx
hx™

che & !’ equazione di Riccati .
33. Sia per un secondo caso particolare

f(x) =he” : sard da integrarsi I’ equazione

ddz ddz
) =" &)
. x m~-n i .
Facciamo ¢ = u , € sostituendo, si tras-

formera la proposta in

(ddz,) _ h me=n--2 (ddzl)

dy*) = G du*
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: z . \
nella quale, posto z= "=, si avra
u

ddz\ _ & me-n—+af (ddz' 2 (dz az'
(d z) = (m=-n)* u [(du z) T u (_CE,,) uu

Determinando m in modo , che sia vera
I’ equazione m~+n-+-2=0., sara ridotta la nostra

equazione alla precedente. Supponghiamo che

. . - —l .
W sia il valore di z'; avremo z = Wu =

We * per integrale finito e completo della
proposta . .

34. Vediamo finalmente un terzo caso ,.
cio& quando f(x) = h sen.x; ed allora si do-
vra-integrare 1’equazione

dd , dd
(;3;) =4h sen.x ( xz;)

m

i n
Se supporremo sen.x=au , cos.z=bu

—‘ . 1]
e z=z'u ; avremo, sostituendo, la solita
equazione

!

ddz' — gh #n—m—.—z ddz’ a ydz az'
() =T @) @)
che potremo ridurre a quelle considefate » PO~
nendo 2n—m == 2=0,0 sia m=2n—2a.
In generale si vede che la proposta equa-

N
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: zioie a differenze parziali sard sempre inte-
grabile per qualunque funzione determinata
si prenda in vece di f(x): mentre non dipen-
dera che dal fare delle sostituzioni, facilissime
a rinvenirsi dopo le cose esposte .

CLASSE V.

35. L a forma generale dell’ equazioni che si
considerano in questa classe & la seguente

dd 2)dz pdd
G f";f(if( =)+ (Z)

indicando per Q(x) una funzione qualsivoglia
di x, e quantitd costanti. Dimostrerd come
per 1’ équazione della classe quarta dati dei
valori particolari alla funzione ¢(x), la propo-
sta si ridurra all’equazioni integrate di sopra

In fatti ponghiamo in primo luogo q>(x)=hx :
ooom, hx ' fpla)dr =
sard [hx dx_m_H 1€ o) = mei

I’ equazione da integrarsi sara

ddz) ,,:,_ : ddz) ( )

nella quale posto x= ;.-t, z = :.-'. , € preso dt

: quindi
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costante, avremo la tra¥formata

- pddz’ dd 2m~1 dZ'.' am—1) ,
( Z) 4(m--.)[(d.¢f —— :- )(E)_(—t—:-)z]

che & della forma stessa di quelle considerate
nelle classi seconda e terza.
Sia W il valore di z' ricavato da questa

ultima equazione , e sard z===""_ 1’ inte-
t Vgx

grale finito della proposta equazione.
36. Sia in secondo luogo o¢(x) =h sen.x; -
S[hsen xdx __ cos.x

sard [hsenxdx="hcos.x, e = .
hcos.xz sen.x

- .. m n
Ponghiamo cos.x —au , sen.x=bu ; avremo

| « 1 .
dx:—%‘ u du; e perdo dovra integrar-

si I’ equazione

(ddz) =2t n—m-t-l[ (duz j_:) ] -

z (3 L3 (3
Facciamo z == ; e dopo le sostituzioni

&8

e riduzioni , si avra 7 |
ddz\ .o . .
() =k [(5) s )

equazione che tornera di quelle sopra trattate se
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‘determineremo n in modo - che sia adempita
I’ equazione n—m-+2=0: dunque dopo tale
| supposizione avremo 1’ equazione

(dd Z 2 [ ( ddz' (2—:m) ( 3:;') +(9.;:m)z,] ‘

I

cos.x] m . -
] , espressione

Quindi si ricavera ::::,..[

che indichera 1’ integrale della proposta .

37. Sia finalmente q>(x)=hex ; € sara
She” dx

e =1se perd dovra integrarsi 1’ equazione
ze ’

(ddz.) (ddz) ( )

I metodi d’ integrazione per umna simile
azione son diversi; ma non volendo sco-
starmi dalle cose esposte fin qui, ‘mi servird
‘degli artificj adoprati nella- prima classe , on-
de far dipendere I’integrazione della proposta
da due equazioni a differenze ordinarie. Sia

dunque z = ueﬁy+2',essendo , come piu volte
abbiamo detto, u, e z' nuove funzioni di x;
e g una costante indeterminata da determi-
narsi ; sostituendo , avremo la trasformata
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A Py dd d ddz’ dz'\
=10 . @I+G) @

che potremo separare nelle due

‘(%)'...(%)_”u:o e )
%)*(%)=° ()
Ad integrare I’ equazione (1), ponghlamo

dz
u= fp' , ed avremo I’ equazione

dp -+ ppdx -+ pdx = ggdx

Se in quest’ equaziope facciamo p =rt,
sl avrh

rdt +~tdr <+ rrtt dx -t-rtd:c = ppdx

e spezzando quest’ equazione in due a fine di
determinare r, e t, ricaveremo, dopo fatte

[ 3 . —x g i
le operazioni, I’integrale r=e ,e I’equazione

dt =+ tt e dr= 5ﬁexdx

per la cui integrazione non conosco alcun me-
todo diretto .
Ma I’ equazione

8



o0 .
dp+ ppdx + pdx=pgdz
si pud mettere sotto la forma elegante
[p+ I..]‘ dr+d.[p+ .’-‘]:[ﬁﬁ-&-%]dx
nella quale fatto p+ —=s5, avremo
ds <+ ssdx = [ g + Z] dx
equazione che da I’ integrale
( 6#"" '!')x_ A]

s=[es+ 2 e
—f—

Quindi sarh. _ , o
p=—-"1

Oy

mtegrale finito e completo del quadnnomlo.‘
di prim’ ordine .

Dalle cose esposte apparlsce che 1’ equa-
zione in p. trattata col primo metodo porta a
‘dover integrare un trinomio differenziale di
prim’ ordine, di cui facilmente non si affaccia-
no i metodi d’ integrazione ; e che al contra-
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rio mettendo la stessa equazione sott’altra for-
ma, essa diviene completamente integrabile .

Per le riflessioni fatte di sopra possiamo
stabilire ‘il seguente teorema, cio¢ che ,,1’ e
quazion generale dy+ydex—Ndx produrra
un integrale finito, ogni volta che i coeffi-
cienti della medesima sieno d’una certa for-

. . —x x
ma,e vale a dire M—=e¢ , e N=ae .,,

Sostituendo il valore di p, che chiame-
remo - X, avremo I’integrale dell’ equazione (1 )

espresso dalla formola che segue

u= Be[de

Si trovera pure che I’ mtegrale dell’ equa-
zione (2) verra indicato da -
I
2= B——
Acex

Ora  ponendo i valori di u, e 7z nella
supposta posizione , avremo

2=Be7 e fxdz B —_
A'e*
‘che sara I’ integrale finito e completo della

proposta . Per determinare g bisognera svilup-

Xd
pare la quantitd esponenziale Bef * in una

serie ordinata secondo le potenze di g, e fat-
te le stesse operazioni come piu volte abbia-
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mo detto , si avra I’integrale corredato d’ una
. funzione arbitraria.
'38. A questa classe possiamo riportare la
eeguente forma generale d’ equazioni

dz
X ( ) ( )+A X (dx) ©
essendo 4 una costante qualunque ; X una
funzione di ; e X'la denvata di X. Cido po-

sto , se noi supporremo z_Ce 4 , essendo z'
funzxone solamente di z; C e « costanti qua-
Tunque ; si avra la trasformata

dz'

(ddz) AX(;l_:_r + ¢ X'2’=o0

»
nella quale , fatto 4=« , avremo I’ equazione

ddz’' » dz'
(=)< X ()+ < X &=o0
che dlpende dal nostro teorema di derivazio-
ne piu volte accennato, e perd & completa-
mente integrabile . Dunque la proposta equa-
zione sard sempre integrabile, dipendendo la
sua integrazione da un’altra a differenze ordi-
narie la quale gia. sappiamo integrare .
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CLASSE VL.
39. Nel voler render ésatta la differenziale

Ady+Bdz, o pid generalmente z Bdy+bAx dx
8’ incontra un’ equazione a differenze parziali,
la quale & facilmente riducibile a quelle con-
- siderate nelle classi precedenti .

Sia pertanto

Ady~+Bdx=dp a:dey +bx Adx :-."dq. -

sard come € notorio -

Di qui si ricaverd

D=6 =@H=@
Ora_ differenziando queste due. equazioni,

fatta variare in una la z, e nell’altra la y,
sara -

dz (DN ,d
C)=h = @=6D
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che confrontate insieme , daranno I’ equazione
a differenze parziali

ddpy__ cddpy | m (dpy
7)=G)+ (@)
‘Ma per ridurre.quest’ equazione alla for-
ma di una di quelle precedentemente consi-

derate , faremo

k. : L
r=u p=zu

(% =) (ddp (d‘h)

) . ul—lH—l

- ,dd l—2h+2 ,dd — — d
()= v ey e 2

1[1_;,] l—n.]:
. “hk

o l l—hz
du> - ‘

ooooooooo

e sostltuendo questi valori, avremo

=12 1=—2 ,dclz dd [11—’2 mh—+11 . d
bhh[ s (& ) ( = +- —(Z)

I[I—lH—mh] i

uu

Ma qual equazione potremo metterla sotto la

O
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forma di quelle precedentemente integrate ,
determinando A e ! mediante le due equazioni

[2—m+2]l—2=0
al—=h4mh+1=—I[l—h4+mh]

Sara dunque per tali supposizioni ridotta la
nostra equazione alla prima

ddz ddz\ [2!—h+mh+1] (dz [al;h+mh+|]
bhh =(—) e L |
(d y ’) (d.x: ‘) - u (dx) ¢
che & quanto in principio ci eramo proposti.
Confrontiamo pertanto quest’ ultima equa-
zione con quella considerata nella classe se-

. conda, e chiamando -# il valore di z ricavato
mediante 1’ integrazione , avremo

uu

: }
l i .
p=uW=x"'W,
quindi si trovera - |

' o, _
g=/fz" (deW) dy + F(x)
. dx '

essendo F(z) la funzione arbitraria richiesta

dall’ integrazione nell’ ipotesi di = costante , co-
me gid & manifesto .
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CLASSE VIL

4o. L a forma generale d’equazioni chie pren-

do ad integrare in questa classe & la seguente

e+ Fe(Z)+ a(Z) }_
F!(y)z+F(y)(%z; + b %‘z;)

nella quale f(z), F(y) esprimono rispettiva-
mente delle funzioni di x, e di y; e f(2),
F'(y) le derivate di queste funzioni .

Per integrare quest’equazione supporremo

AU~z . .
z=_Ce ,essendo u funzione di x; z’ fun-

zione di y; ed «,» e C costanti qualunque .
Cid posto , avremo la trasformata

f'(x)-i-af(x)( )+a aa d") +aa Zﬁf)( |
F(})-{-#F(y( )-o-bp.p.( )-l-bp.(ddz s

che potremo spezzare nelle due
ddu

Ao\ jrs )-l-amt( ) +af(x) l;)-i-f(a‘):o




57
)—i—bﬁg(d )-&-ﬁF(y j:)-t-F’(y) =o0

Queste due equazioni dipendono dal piu
volte citato teorema di derivazione ; e perd
sono completamente integrabili . Sla dunque
X il valore di u, e Y il valore di 2z’ ; avremo

z = Céan_ﬁY

ddz

bp(

per integrale della proposta equazione a dif-
ferenze parziali .
41. Sia per un caso particolare f(z)=x,
F (y) =‘3"-; I’equazione da integrarsi a differen-
ze parziali sara
- in e
z+x(d:) +a dx")
( z) ddz)
—_Z - +b (7
Ty -\l \dy
e le due equazioni a differenze ordinarie che
si dovranno integrare , saranno

ddu du du
ar|\7 ""'“““(E:) +¢x(£) “+1=0

ﬁ(dz) 1
—) ——=o0
Ty\&) Ty

(jji) b (2)"
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Siccome queste due equazioni dipendono
dal teorema di derivazione che si trova negli
atti della societd italiana delle scienze, cosi se
ci serviremo dei metodi esposti in quella me-
moria , troveremo gl’ integrali delle due equa-
zioni espressi dalle formule

xx

——

8

y:f e dx—2% A+ A

2aa
o /etl
3= -[-l-:—b]-{-,,—,dy-— log yr -+ B
B+bgy b

Ora sostituendo questi valori di u, e 2’

nella supposta posizione , avremo I’ mtegrale
ricercato .

CLASSE VIIL

45. II_ genere d’equazioni che prendo a con- .

siderare in questa classe € della forma

( )__ b( + flx )( )-i-f'(x)z.-o-CZ
Ad 1ntegmrq ‘quest’ equazione , facciamo z =

t ° . .
Ce u, volendo che u sia soltanto funzione di
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vy s t funzione di xz; C e g costanti qualun-
que . Sostituendo , avremo I’ equazione 'tras-
formata

a (577) =[o8 () +o8 (22) +e.ft0) )+f(x)-c]u

che potremo separare nelle due

*u

a (@7) —cu=o
b (g% '-l'-lfﬁﬁ (g;t) "o gf () (Z—i) -i.-f'(a:)zo

La prima di queste equazioni dA per in-
tegrale , come & notorio

&
u=Be’ + Be ¢y+ Be” ... ...

indicando B, B', B", ec. le n costanti arbi-

trarie introdotte dall’integrazioni; e «, o, «", €c.
o o 9 4 n .

le radici dell’ equazione 2 —c=o.

La seconda equazione & della forma di
cui pix volte abbiamo dato I' integrale; e pe-
rd chiamato W il valore di t ricavato dalla
stessa equazione avremo

"

z—Ce [Be -'ay +B"e —

che sara I integrale della proposta equazmne .
43. Se avessimo ¢ = o0, allora I’ integrale
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- della proposta dlventerebbe
-3
2=Cé [By +B +B"yn +....]
Similmente se a=o0, e c=o0, avremo

z = CeﬁW

per integrale dell’ equazione proposta , come
d altronde sappiamo . ]

CLASSE IX.
44. Sia' proposta 1’ equazione generale

ddz L dZ) L ,(dz, —0

(dtdu) t-+u (dt t-+u E) - |
essendo m una costante qualunque . Per inte-
grare direttamente quest equazione mnon si
presentano con facilith i metodi opportuni; an-
zi per quello che conosco, diversi celebri auto-
ri reputano una simile equazione assoluta-
‘mente-inintegrabile . Cid0 non ostante ,’la pro-
posta si pud trasformare in altre che sono della
. forma di quelle, che completamente abbiamo
- integrate nelle classi precedenti.

‘Ponghiamo dunque
uzlx—.b..y t={'.,:_r+_éy
2 2

‘avremo la trasformata
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aa (ddz ddz am (Azy _
bb (c_lf) (da: ’) 3 (dx) ©

che gia abbiamo integrata nella seconda clas-
e . Ora supponendo che I'integrale di quest’
ultima equazione. sia z =/, avremo per inte-
grale della proposta un’espressione di questa
forma z = F (u,t), sostituendo perd in W i
valori di x e y dati dalle due equazioni sopra

supposte .
Similmente se facciamo

I ans —1 b
u= 2 * —2(zrn—1)ay
-t
t=Lax ™ _5 y
a 2(am—1)a*~

avremo l’ equazione

(dd o (dd.
(dyz) =23 (d:)

che abbiamo pure integrata completamente
nella classe quarta.

Si potrebbe con ana]ogln artlﬁc] trasfor-
mare la proposta in altre, che abbiamo gia
considerate nelle classi precedentl; onde si
pud coneludere che la nostra equazione con
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i coefficienti funzioni di due variabili & gene-
ralmente mtegrablle cid che discorda da quan-
to hanno asserito aleuni geometri di prim’or-

dine .

CLASSE X.

45. S ia proposta Ia celebre equazione

ddx ddz ddz '

@) (&) + (@) =°

la quale si voglia trasformare in primo luogo

in altre simili che sono di grand’ uso nella
teoria della figura de’corpi celesti . Ponghiamo

X==rcos.;4 3 y=rsin.CO8.® 3 u==rsin.usin.w®

. x : N U
=/ (xx-+yy-+zz) 3 cos.u=  Temryyras) ° tang.r= —

avremo con cid le differenze parzialidi r,p e
x , relativamente alle variabili x, y e z; ed
in conseguenza si ricaveranno i valori di
Z;lf) (‘%) , (Ziz) , in differenze parziali
di z, relative alle variabili 7, » e =. Conside-
rando dunque z come funzione delle variabili

T, Y %, € in seguito, delle variabili 7, u e

x, 8i avrd, differenziando -
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B-6@-@6E-66
Per ottenere p01 le dlﬂ'erenze parziali (d ) (‘T) |

(;:) , non & necessario che far variare x

‘nell’ espressioni precedenti di r, cos. p,cos. x.
Differenziando dunque, avremo

d . 3wy sin.u  gdm
(Z)=osis (Z)=—F" (F)=°

sostituendo questi valori, sari

dzy cos. dz ' sin. sin.

dx)— s : (d .
- ) . . ) . gdz\ .
e differenziando ancora il valore di (-—), s1

_otterra la diﬁ'erenzﬁ parziale (i‘f) in diffe-

renze parziali di'z, prese per rapporto alle
nuove variabili introdotte, r, u e x. Con un

calcolo consimile si avranna i valori dx( ) ,

ddz
)

Quindi k .pl'oﬁosta &1 trasformera in
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ddzy  cos.m _t (ddzy.  ddr
( ) _ sen: fl (d[l. sen. 1,;, doxi) ( dre.

la quale si pud ancora trasformare nella se-
guente ," posto €0s. y =w

df{1—ww) (2 )] o jdds ddrz
adw . 1—'ww (dm)-f'-r (7-’;—-):0 -
46. Se facciamo in secondo luogo nella

proposta rr =xzx +7yy; e che z diventi per
tale ipotesi funzione di r e u; avremo

=0

dd dd
: —) HEN]

(5:) D2 (G

e percid la proposta si cangleré nell’ equa-

gione
dd d;
du‘) ( : Eé) =°

che sappiamo generalmente integrare .
.Facciamo in quest’ ultima’ equazmne r=
a-+z'; ed avremo

dd; dd d
duf) (dz'f) ! ;' (-i;?) = °
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Tutte .]’ equazioni ottenute in questa clas-
se c¢i saranno utilissime nella seconda sezio-

ne , dove. tratteremo d’alcuni problemi rela- -

tivi all’ astronomia fisica . Avverto che parte
degli artificj che abbiamo usati in questa X
classe trovansi registrati nella grande e sor-

prendente opera dell’ illustre Laplace intito-.

lata Mécanique céleste, che si potrd consul-
tare da chi voglia bene addentrarsi nel cal-
colo su questo rilevante argomento .

~ 47. Vediamo finalmente come ottener si
. possa 1’ integrale della proposta

ddz,  (ddz _ (dd
7 * () ~ @) =°

e facciamo per questo z.=Ceﬁ [s=+2'|, essen-
do s funzione di z; z' funzione di z, e u;
C e g costanti qualunque da determmarsx
Differenziando, avremo

() ) + (2w

dx*

la qual trasformata si potra spezzare nelle due
ddz\  dds' , | i
(du‘) +(d—:c—‘—) +EEZ O L (1)

_-cﬂ”
v
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(%%‘:)_-a-.-‘gﬁszo'.‘ ........... (2)

onde determinare ¢ ed s.
Per integrare la prima di quest’ equazioni

ponghiamo z'= C'et, volendo che t sia so-
lamente funzione di z; e C' ed « costanti in-
,
determinate . Sostituendo, si avra la trasformata
2

()« o=

che dara 1’ integrale finito
| o HA=2) Y/ (—2a—fif) i
t=Ae f [ 2(d'—ff)l/\'—W—ﬁﬁ)]‘/ (—”—ﬁﬁ).. ’

Ora sv1luppando questo valore di ¢ in una
serie ordinata secondo le potenze di «, avremo
un’ espressione di questa forma

t—R-l-R a =+ R" &+
Dunque sara
2 =RC'e +R() +R"Ce are. .-

e sostituendo come soPra, avremo

2= Rf(u)-pﬁ'(‘i('ifg") +r(22S “))
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che. sard 1’ integrale dell’ equazione (1).

Similmente facendo I’ operazioni , si tro-
verebbe che 1’ integrale dell’equazione (2) vien
espresso dalla seguente formola

e B—x)l/ I
s=— B'e f[l 943(3_,7)‘/_1 ]Bl/—l dx

Fatte  le sostituzioni , si avra

| | 2B(B—)/~ 1 h
z=C g f [ 25(3—1)/—-!] /—rds

.;'...+'Rf(u)fR’(‘_i£_l:‘))+R" 4 f )_,_ }

Per determinare g si svilupperé la. quan-
tita posta, fra le grandi parentesi in una serie
‘ordinata secondo le potenze della stessa lette-
ra, ed avremo I’ mtegrale indicato dalla - for-
.mula '

z—WF(y (dp(y)-;-W" dd-Fly ))+..;:
,‘ dy*

essendo W , W , W", éc. .composti di « ,‘:e u,
e di una funzione arbitraria di w .-

Mi lusingo che il metodo diretto , da -me

usato per integrare la proposta equazione tan-
to; celebre fra: i geometri ,. non lasclera niernte
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a desiderare per la sua generalita da tanto
tempo e da tanti Celebn mvesugata

CLASSE X1

48. Sia da integrarsi 1’ equazione

dd dd dd dd
* () = @)+ < @)+ @)
che & tanto conosciuta dai geometri per gli

usi estesi a cui ella serve nella fisica-mate-

matica . Per integrare quest’equazione, faremo
Alt~+)

‘2 = Ce [s+2z']; essendo s funzione di = ;
'z’ funzione di x e u; C e g costanti indeter-

minate . Avremo per questa supposmlone la
trasformata .

e (3-%) +b ((@idx ) ~+[c—a]gpz'+d ( ) -+{c—al]gps=0

che si puo spezzare in due onde determinare
¢
z', e s. Ponghiamo dunque

e (Zi’:) + b (ZZ )+[c—a] ppz, =0

b (‘(-j-g.';) -+ [c-a] BRs=o0

e perd avremo ridotta la ricerca all’ integra-
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zione di queste due ultime equazioni, %he
gia abbiamo nell’ antecedente paragrafo ' com-
pletamente integrate . Quindi 1’ integrale della
proposta verra indicato dalla formola che segue

z=WF(tay)+ W '(M)...

W"(d F(t-o-y))

49. A questa classe d’ equazioni appartie-
ne la seguente molto piu generale, e cioe:

o ()5 G+ G+ s ) =

x * y*

nella quale, fatta.la stessa sostituzione di so-
pra, avremo le due equazioni '

o () + @ () + eflel o =o

(dds

ooooooo

oooooo

+ [b+-f(x)]gps = ©

“-che saranno in moltissimi casi completamente
integrabili , dipendendo la loro integrazione
~dai diversi valori che si ponno ‘dare alla fun-
zione f(x) .

50. Se per un caso particolare fosse
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b-+f(x)=— avremo le due equ azioni

¢ ggf:) + ddz')-{-—ﬁgz—o
(dx*)+_"gﬁs— 0

le quali sappiamo , per le cose esposte , com-
pletamente integrare .

~ CLASSE XIIL

SI. Prenderemo ad esaminare in quest ulti-
tima classe la seguente forma d’equazioni

£ (x)z+f(x) —)+a %)
E(y):+F () (dz) b(ddz) =o0

oo ly) (B)+o (F2)

.Ad integrare. quest’ equazmne ) faremo z =

X+Y+V
Ce > essendo X un’incognita funzione

di x e costanti da determinarsi; e Y, V si-
mili funzioni di y ed u . Differenziando e

“sostituendo avremo una trasformata ché si po-
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tra spezzare in tre equazioni,a fine di deter-
minare X, ¥, e V. Ne verrd dunque
a(ﬁx-l-a( +fa‘)(d -|-f(x

b (dd}:) -l-' b (Z—};) "F (y) (--) +Fy)=o

dy
(ddV -+~ C dV) -+ ¢ (u) (dV) “+¢'(u)=o
du? (du ¢ du ?
equazioni le quali dipendono dal piu volte ci-
tato teorema di derivazione che trovasi nella
prima parte del volume XIII della societd ita-
" liana delle scienze ; e pero potremo determi-
nare le funzioni incognite X, Y e ¥, che so-
stituite nella supposta posizione , ci daranneo
I’ integrale dell’ equazione proposta .

52. Porremo fine a questa sezione, facen-
do le due seguenti avvertenze .

° Uno dei metodi che ho usati per in-

tegrar r equazioni delle classi seconda e terza,

dx
consiste in fare principalmente z=(z'+u)¢ fp )

supponendo u funzione solamente di x. Ma

siccome nel progresso dél calcolo si trova (%—71)

:mcluso nel valore di u,(poiche & per ipotesi
z' funzione di x, e y) e taluno potrebbe a
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anna vista conchindere non essere giusta e
legittima la primitiva supposizione ; percio av-
verto che vi souno’ molti casi in cui la fun~-
zione z' differenziata nell’ ipotesi di x variabile
e divisa per dx resta solamente una semphce
funzione di x. Rimarranno di cio convinti co-
loro che avranno a fondo esaminata la storia
~del problema delle corde vibranti , dove incon-
trasi quanto abbiamo accennato .

2. Verso la metd del paragrafo 21 ho
detto esser mestieri servirsi del metodo del
pr. Brunacci per integrare un’equazione linea-
re di second’ ordine, e che presenta il noto
caso delle radici eguall . Deggio annotare che
un altro toscano il sig. pr. Saladini fin dal 1775
avea presentato nel suo compendio d’ analisi
tom. 2. pag. 293 un metodo per integrare
I’ antidette equazioni, e che all’ eleganza u-
nisce questo pure il vantaggio di dare gl’inte-
grali completi e senza bisogno di trascurare
gl’ infinitesimi d’ ordine superiore, come si vo-
" lea nel metodo di Dalembert .




SEZIONE SECONDA

Applibazioni ad alcuni problemi
di fisica matematica.

.53, L utti i problemi di geometria nei quali
si considerano delle superficie, e tutti quelli
di meccanica in cui si considerano dei corpl
o flessibili o fluidi, dipendono dalla teoria
dell’ equazioni a differenze parziali. Quindi &
ché I’ equazioni trattate nella prima sezione
percheé sono a differenze parziali, apparter-
ranno a problemi geometrici 0 megcanici. Ed
eccé che lo scopo per noi avutosi in ‘questa
sezione , quello si & di mostrare come sciolti
diversi probleml di fisica matematica, essi ne
condurranno necessariamente a integrar 1’ equa-
zioni considerate nella prima sezione . Non
‘prenderemo gid a risolvere tanti problemi quan-
té sono state 1’ equazioni mtegrate ma daremo
soltanto una scelta dei pin -belli e pilt curiosi
‘tra quei che spettano alla fisica matematica
ricavati dalle ‘collezioni citate nell’ epitome
storica del nostro calcolo posta in principio
di questo libro. Il problema risguardante le
corde vibranti, siccome quello a cui siam de-

k



bitori della scoperta dell’ equazioni a differen-
ze parziali, sara trattato per il primo, cui
ne succederanno altrettah che hanno con que-
sto - affinitd e relazlone Lo : ‘

Delle vibmzioni delle corde sonore.

54. I pilt usitati stromenti miusici sono
tutti -formati di corde solide, o fluide, di mi-
nugia, di metallo, o d’aria, la quale & il
corpo che suona negli stromenti da fiato .,
Né& questa scelta & senza la sua "buona ragios
ne ; imperciocché col suono predominante
d’ una corda espresso dall’unitd sono imme-
desimati i suoni 2,3, 4,5 ec. che al princi-.
pale si riferiscono nelIe proporzioni fra tutte
le -pin semphcx . Gli-altri corpi sonori accop-
piano insieme suoni, che avendo tra loro stra-
nissime relazioni, non- possono , quantunque
coperti - dal -principale , interamente appagare
Y’ orecchio . Essendo adunque le corde pitx di
qualsivoglia altro corpo adattate alla musica,
ad esse rivolgo le mie riflessioni, e delle lore
vibrazioni, e primieramente di quelle delle
corde- solide- cercando " le leggi-, do principio
dallo scloghmento del seguente problema.
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PROBLEMA L

Determinare U equazione che rappresenta -
il moto &’ una corda in vibrazione

* 9. I geometri che fin qul hanno intrapresa
la determinazione del moto delle corde vi-
branti , limitarono le loro ricerche alle condi-
zioni seguenti .

. 1. Considerarono la .corda, fissa ne]le due
estremitd 4 e B (fig. 1.), e tesa da una for-
za qualunque, in modo che nello stato natu-
rale la figura della corda venga rappresen-
tata dalla retta 4 B .

2. .Supposero che i moti non fossero che
infinitamente piccoli, talche la linea. A Y B rap-
presenti la. figura della corda in moto per- un
istante .qualunque , ed XY applicata di 4Y B
sia percid infinitamente piccola .

3. Supposero parimente che il . moto -dl
ciascun elemento Y si faccia sempre secondo
la direzione dell’ ordinata X Y, o che. infinita-
mente poco da questa si slontani, lo che val
quanta supporre che 1’ inclinazione di ciascun
elemento della corda Y a dall’ asse 4B sia in-
finitamente piccolo, oppure che la tangente
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COI'ZldOtta a ciascun punto Y faccia con 1’ asse
A B un angolg infinitesimo .

. Si & voluto da Taylor, Bernoulli, e Gior-
dano Riccati, che tutti i punti della corda
AY B arrivino nel. medesimo . tempo all’ asse,
condizione che sempre piu limitava la gene-
ralita del problema, e che Dalembert fece ve-
. dere essere assolutamente precaria,

Dalle cose esposte apparisce che cercandosi
il moto della corda dopo che avra ricevuto un
impulso qualunque , si rende necessario, se-
condo gli autori che trattarono di questo pro-
blema , che la figura presa sull’ jstante sia ta-
le , che non solo le ordinate XY sieno infini-
tamente piccole ; ma ancora che 1’ inclinazio-
ne di tutti gli elementi della curva sieno -essi
pure infinitesimi. Colla soluzione che qui da-
remo, speriamo di generalizzare il problema,
‘e di svincolarlo dai prementovati supposti .
. .86. Sia dunque una corda attaccata ai due
punti fissi 4, B ( fig. 2.), e tesa ugualmente
iin ciascuno dei suwoi punti con una data for-
za . Se supporremo che questa corda si scosti
-dalla prima posizion rettilinea 4 B ,e che alla
fine d’ un certo tempo ¢ vada a .prendere la
posizione curvilinea AMM'M"B , & chiaro che
preso su- questa curva un punto qualunque M,
ed abbassata la perpendicolare M P, questa
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sard una funzione della, corrispondente ascissa

AP, e del tempo t; e la determinazione di
MP ci fara conoscere la natura della curva
AMM'M"B . _

57. Prendiamo pertanto due porzioni ugua-
h MM', M'M" della curva AMM'M"B ; e sie-
no F, F, de risultanti di tutte le forze che
rispettivamente agiscano sopra ciasquna di que-
ste porzioni; queste risultanti. per - supposizio-
ne saranno eguali. Sieno condotte ai punti
M, M' le tangenti TM, e T'M'. 8i faccia la
lunghezza della fune 4B—a, ed AP=x, PP'=

_w—PP— ec. , PM_z —Z’PM_Z':IH-Wt—'z

tang. MTP= (‘é;) , tang. M T'P'= (d;

| éen. MTP'.-_; (‘Z) . sgn.M’T'P': (Z—::)

V(3] v (EN
cos, MTP=— " __ ,cos. MT'P=__ "
- v+ VI+ ()]

Sulle direzioni delle forze F', F prendia-
mo due poyzioni qualunque per rappresentarle,
Decomposte queste due forze in altre quattro
secondo- gli assi delle =, e delle z , se chiame-
remo «,« quelle che agiranno secondo le xje
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B, %’ quelle che agiranno secondo le z, facll-
mente si vedrd essere .
«a = Fcos. MTP , o == Fcos. M'T'P'
g=Fsen. MTP , g =~Fsen. MTPF
e sostituendo , sard '

_F e F
* |/[x+(;:)'] ‘/[l-o-(;f'-;)'] ?
@, @)
dz\2 dz'\2
vI+(Z)] vI+(2)

ol =) = @),
facendo 1’ arco AM =

le. sostituzioni , avremo le quattro forze », o,
g.€ g, rldotte ad

'd dz'\

a= F , o= F T ﬁ— (d:)’ﬁ'=F(2;)

O Tasy d (95 (35)

dx) (Ix (dx) (di)
Osservando che le forze le quali agiscono
tanto secondo le x, che secondo le z, sono

opposte ; ne verranno le risultanti
F F = o

@ @

S = . § . Dunque fatte
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F (ZZ) #(z) F | 'cz_z' ._|_ L (3 o
G e
ddZ) & e €0

df)

e non tenendo conto che delle prime poten-
ze di w, siccome evidentemente si dimostra

dal pr. Brunacci, avremo la forza che agira se-

condo 1’asse delle z eguale ad Fw (‘_i_‘ff) .
_Jl?) dx*
Zi_

59. Se si riguardi 1" arco MM' come

una verga inflessibile, questa verga sara solle-
citata nel senso delle z con la forza assoluta

w ddz-) . Dividendo quest’espressione per la

el

) dx*
(J:c :
massa della verga, s’ otterra la forza accelera-
trice secondo 1’ asse delle z; la qual forza si

potra comparare con la gravita ordinaria G,
che & 1’ unita di peso

Supponghiamo 1a massa AM = f(x); sard
AM' = f (x+w)=f (x) +-w(§f —+ec.; quindi sara
, X

-@1
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la massa cercata MM'— w(fif) , trascurando
_ dx

' anche qui le potenze di w superiori alla pri-
ma . Dunque la forza acceleratrice secondo le

ddz

z sard eguale a (js) ( ) ( ) Ma per il
X

noto prmcxplo galileano delle forze -accelera-

ddZ)

trici e ritardatrici si ha m—i( , €&

. sendQ m la forza acceleratrice, o rltardatl'if
ce semplice; ¢ il tempo; e z lo spazio
percorso ; dunque nel nostro caso, avremo

F ddz) (dd") Similmente per lo

2 @)

stesso pnnmpxo gallleano applicato_ alla cadu-
‘ta de’ gravi, si avra ; chiamando s lo spazio

percorso , G = (_), e integrando due vol-

te, si avra Gt* = 2s5; e perclb Gax = 2h ,
. chiamando « il tempo, che un grave impiega
a cadere dall’altezza data % .

Siccome poi la formula m —( T ) non

indica a rigore che und semplice ‘proporzio-
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malitd, cosl avremo

Gax:2h::

@& @
6@ @ =G

shF
CulZ)(E

ddz.

Posto f(X) in vece dn , avremo

in fine
ity = e (2

equazione fondamentale del problema, e che
ha luogo egualmente se la densita della corda
& costante, o se & variabile da un punto della
curva all’ altro .

PROBLEMA II.
Dell’ oscillazioni d’una catena pesante. -
6o. Se supponghiamo che un file privo-di

gravitd e attaccato a un punto fisso , venga ca=

ricato di due pesi uguali, poscia di tre, di
l .
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quattro , e di un numero infinito di essi con
che sien posu a distanze eguali 1’uno dall’ al-
tro, si avrd I’ idea d’una catena ugualmente
pesante . Sia rappresentata questa catena per
AC, o AF (fig. 3.), e sia 4 il punto ﬁsso
a cui rimane attaccata.

Prendiamo due punti_qualunque M , M '
sulla catena AF'; si abbassino le perpendlco-
lari MB, M'B', che indicheranno gli. spazj
percorsi onzzontalmente Si prenda 1’ origine
dcll’ascisse dal punto infimo C, e.si ponga
AC=AF=l, AM=s,CB=x, BM ==z ;=%

%y

si avra MM'= (C.]_.S) . Sia la forza di gravita
x

nello stato naturale = 1. Poiche la forza acce-
lexatnce in ciascun punto M della catena co-
me dimostra D. Bernoulli negli antichi co-
mentar] di Pietroburgo, & eguale alla somma
de’ seni degli angoli di contatto che sono fra
A ed M, diminuita questa d’una terza pro-
porzmnale » che vien composta del corpo in
M, della somma di tutti i corpi in MF, e
del seno dell’ angolo di contatto in M'; per-

cid si trovera la forza acceleratrice nel punto

M'= Id) (&

d (l—s) (dd
)~ )
\d.{:
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Dunque pe’ noti principj meccanici si avra
r equazmne :

el S )

dx

nella quale ,se faremo l—s==x, si ridurra alla

seguente
ddz ddz dz
dt') — x(dx—) - (EE
che & una di quelle integrate nella quinta
classe, e percid la soluzione. del problema
verrd ad essere. adempita interamente .

61. Nel problema considerato abbiamo
supposto che i pesi i quah caricavano la ca-
tena fossero eguali, e posti ad eguali distan-

ze 1’ uno dall’ altro; se ora supporremo sol-
tanto che i pesi sieno disuguali, avremo in

‘questo caso una catena di variabile grossezza,

e I’ equazione trovata cangiera d’aspetto .
Di fatto se oltre alle denominazioni e
alle cose dette di sopra, rappresenteremo per

fo(xr)dc la massa della porzione I—s=zx di

catena, - avremo la forza acceleratrice in M

=—/d. (da:) - 4’(2;i“ (Z‘i_z) quindi si ricave-

1A 1’ equazione
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dd e (dde  (day
(B =% G- &)

che & la generale considerata in principio
della quinta classe .

PROBLEMA III.

Dell’ oscillazioni d' un fluido elastico |
rinchiuso in un tube di figura
conoidale qualunque.

62. A meglio facilitar la ricerca supporremo
tutto il fluido rinchinso nel tubo di forma
conoidale diviso in una infinitd di strati per-
pendicolari all’asse, e la larghezza variabile
di ciascuno di quqsti strati la supporremo
eguale. ad F(z), cio® ad una funzione della
parte corrispondente x dell’asse . Sia dato
di piu che gli strati conservino il loro paral-
lelismo, e elie z sia lo spazio infinitesimo
percorso da une strato qualunque F (x)dxz mnel

-tempo #; chiaramente si vedra che F(x)dx si

cangiera in [ F(x)+ 4.F (x)z.] [dx+dz] = Flxdz -

.+F(x)dz. AFe) zdx , trascurando cio¢ gl’ infi-.
dz

nitesimi d’ ordine secondo . Ma pe’ noti prin-
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cipj d’ idrostatica, chiamando C T’ elasticita del
fluido nello stato naturale , si_avra 1’ elasticita
del fluido contenuto nello strato F(z)dx dope
il tempo ¢ eguale a
C Flx)d=

F(x)dx-i-F(x)dz-l-‘i;_g)z =C [‘_(d ) ‘zl?(:;’(di)

trascurando anche qui cid che si deve. Ora
presa la differenza negativa di quest’ ultima
espressione , si otterra 1’ eccesso dell’ elasticita
d’ uno strato qualunque sopra quella deHo
strato che segue . immediatamente : dunque dif-

ferenziando avrema — C (ddz') C d. Fd(I')' (:l
X7 X

la qual quantlta presa negativamente dara !’ ela~

-+ Cd.f(x).z, po=

sticitd cercata, e cioe C (

dw)
d.Flz) __ .
sto ks — f (x) . Moltiplicando pertanto

quest” eccesso d’ elasticitk per la larghezza

F(x)-l-a-r-'g@.z dello strato , e dividendo tutto

per la massa F(x)dr, avremo la forza accele-
ratrice che tende a far percorrere lo spazio z

Dunque pe’cogniti principj meccanici potremo
- formare 1’ equazione che esprimera il moto
del fluido nel tubo di forma conoidale; e sard
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ddz d F(:c)
)=c [(@)~ases][ne ]
F(x)dx
la qual equazione per la supposizione di z
infinitesima si riduce alla seguente

(g_‘if —=C [(ddz) +fla) (3_2 + f() ;]

_‘ _Quest’ equazione & per 1’ appunto quella
‘che abbiamo 1ntegrata nella terza classe.. Se

si fara f(x) =— , me verra la trasformata

(3= C[(dd‘) 2@-2:1

la quale pertiene al caso che il tubo venga
formato dalla rivoluzione d’ una parabola o
d’ un iperbola qualunque . :

Si sarebbe potuto sciogliere questo pro-
blema co’ principj di Lagrange nuovamente
introdotti ; ma la soluzione sarebbe stata mol-
to piu lunga. Altronde chi amera di risolverlo
con queste nuove teorie , potrd consultare il
lodato corso di matematica sublime del pr.
Brunacci nel tomo secondo dove incontrera la
soluzione d’un problema quasi per lo affatto
consimile .



PROBLEMA 1V,

Sulla propagazione de’ tremiti .- .
in un mezzo elastico .

63. S'imagini il mezzo nello stato d’ equili-
brio, € la sua densita eguale ad uno, e la
sua elasticita equilibrata dal peso d’una -co-
lonna del medesimo fluido, la cui altezza
sia eguale ad h. Si consideri in primo luogo
un elemento qualunque di fluido che nello
stato d’equilibrio si trovi nel punto D ( fig. 4.),
determinata la posizione di questo punto dalle
tre coordinate perpendicolari fra loro 4B ==,
BC=1y, CD=1z. Sia dato che stante I’ agita-
zione I’ elemento D venga trasferito in D',
essendo D' determinato dalle coordinate 4B’
=z, BC=)',C'D'=72, le quali poiché¢ sono
certe funzioni di z, y, z; potremo supporre

Cdx'= Ld:r+M dy-+~Ndz

dy' = Pd.r-r-Qdy—n—Rdz.

dz' = Sdx+Tdy-+Vdz
Consideriamo secondamente un volume di flui-
do, che nello stato d’equilibrio abbia la figu-
ra piramidale DE'ED" (fig. 5.) rettangolare ,
e che per I’ agitazione venga trasportato in
ded'¢’ la cui figura verrad ad essere pure pirami-
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dale . Facciamo
AB=z, BC=vy,CD=1z,
BB —., CF"‘—'ﬁ aDE=M~3
ed avremo il volume della piramide

DE'ED'= 3 ,p, .
Similmente facendo
- Ab=2x » be=y' ,ce =z

Ap=x'La,pg=y%4Pa,qd =z 484,

AV =2'+Mg . b'c'=y+Qg, cd =24 Tg,

Am=x'4+Ny ,mn=y—+Ru,ne=z+V;,
avremo con cid determinata la posizione dei
punti d, e, ¢, d . Ora per avere il volume
della' nuova piramide ded'e’, basta osservare
che questa non & che 1’aggregato dei prismi
cc'nede’ + cqned'e’ +qc'nd'de’ meno il prisma
cqgc'ed'd . Ma le solidita di questi prismi sono
Solid.cc'nede’=%[ce+qd'+ne|X Area del T. cqn
Solid.cqned'e'=14 [ce+ c'd +ne|X Areadel T.cnc'
Solid.gc'nd'de'=4[qd'+~c'd+ne'|XArea del T.c'ag
Solid.cqc'ed'd =} [ce+qd'+c'd]|X Areadel T. cqc'
sostituendo si avra | |
Solid.cc'nede’=4 [3z'+~S# 4V 1 ]X Area del T.cqn
~ Solid.cqned'e’=; [3z'+T g4V |X Areadel T-chc
Solid.gc'nd'de'= §[32'4+-S» +Tg +V]Adel T.c'ng
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Solid.cqc'ed'd=1[32'+S «+T f]X Area del T 2qc’
"e perd la solidita della piramide ded'e’ sard
eguale —}; Sz XAreadel T. cne— 4 TeX Area del
T.cqn—+} V ud Areadel T. cqc'.
Per trovar 1’aree di questi triangoli, os-
serveremo che bp=Ap-Ab=L. a ,bb'=A4b'—Ab=
M g, bm=Am—Ab=N , quindl I’area del tri-
angolo cnc=14bb [2y +R ﬁ]-l- 1b'm[2y'+Q p-+Ru]
1 bm|2y'+R p]=1[bm.Q g—bb".R n}=; N ».Qg
— IMB.R p=16u[N Q—-M R] ; quella del triangolo
cqn=: bm[2y'+Rup|+imp|2y'+Ps+Ry] —

Sbpley'+Pu |=1au [LR—NP] , fatte le sostitu-

zioni come sopra ; e finalmente si trovera 1’ a-
rea del triangolo cqc'=1.8[LQ—MP]. Ricave-
remo dunque che la solidita della piramide
ded'e' & eguale a 1oy

3 of (V[LQ—MP]—T[LR—NP] —S[NQ—MR])

e che perd la densitd del mezzo agitato in z'
sard eguale ad
: |LQV—MPV4-MRS—NQS+NPT—LRT ]

e cblamando p I’ altezza della colonna che e-
quilibra 1’ elasticita, avremo
P=nh: [LQV-—MPV+MRS—NQS+NPT—LR7’]
e poiche questa & una funzione ‘delle tre va-
riabili x, ¥y %, porremo dp=FEdx+Fdy-+Gdz,
onde si avra

' m



=g @ e

- Sia, per restringere,

LOV—MPV-MRS—NQS+NPT+-LRT=K

k
sara p= & Concepiamo .ora un punto vici-

nissimo a D, e sia determinata la sua posi-
zione dalle coordmate x-+dx , y+d_y , 2=+dz 3
questo punto dopo I’ agitazione si -troverd vi-
cinissimo ad e, e determinato dalle coordmate

«' <4 Ldx 4+ Mdy—+ Ndz
Y == Pdx+ Qdy + Rdz
2’ +8dx +Tdy + Vdz

- Dunque reciprocamente se la posizione di que-

sto punto vicinissimo -ad e resti determinata
dalle coordinate z=-«, y==f, z-+pm, la situa-
zione di questo stesso punto nello stato d’e-

‘quilibrio - sard - determinata dalle coordinate -

g~+dx , y+dy , z+ds, in modo che
" dp="1Q"—RTHANT—MV}-u[MR—NQ]

T

dy—=IRS—PV] +-f[LV—NS]+u[ VP—LR]
) == K




Jg [ PT—QSH-A MS—LT}4[LQ—MP]
. X

Ma essendo mel punto e I’ elasticita p—= 1% ,

sard nel punto vicinissimo ad e eguale  alla
quantitd p+-Edx+-Fdy+Gdz , e per abbreviare
ponendo |

E[QV—~RT|+F [RS—PV] +C [PT—08]= - 4
E[NT—MV}+-F[LV—NS|+G[MS—LT]=B
E[MR—NQJ+F [NP—LR}-+G[LQ—NP]=C

avremo in fine 1’ elasticita nel detto punto
espressa per la quantita
Aa <4 B+ Cu

K

essendone I_:" la densitd.

TP

' 64. Consideriamo in fine un parallelepi-
pedo  rettangolo dcc'd'gp'mp ( fig: 6 ); 1 cui

latl paralelli alle coordinate z, y, z, sieno
cc'=a,cd=g,cp=p ; il volume del parallele-

pipedo sard eguale ad 8, € la massa eguale
ad “ﬁ“ . Per conoscere le forze da cui viene

sollemtato questo para]leleplpedo , cerchiamo
I’ elasticitd del mezzo a ciascuno dei suoi an-
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goli mediante la seguente tavola

Punti . " Coordinate . _ Elasticita .
b ' ’ Y . ,
c x ¥y z P
a g ¥+g 2 P+ 08
. K
d" . a:r_'_u y""'ﬁ Z’ P+ Aa;Bﬁ
L o A
C"_ xr — yl . Z’ P ‘7{3
' | v‘ ) . ' ' Cu.
P x oy oz P+ —
' R BB+C,
Y £ oy Z4n P K'—ﬁ
' 4 )
P g yaf g pa IR
S ' Yy Ar+-Cp.
q T+z y Z-i - P

Ora siccome le faccie opposte del paral-

n_

leléplpedo cdmp , ¢'d'p'q, che hanno per su-

perﬁme Bu » differiscono in pressnone di ‘_;(f ’

qumd1 ne nasce una forza che aglsce secondo
Aaﬁu.
K

'l asse “delle z, e che & uguale a —

Slmllmente il paralleleplpedo sara sollecitato
secondo le direzioni di y',e di z' da due for-
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ze consimili, cangiata soltanto la lettera 4 in

B, e C rispettivamente. Dunque essendo B

. K
la massa del parallelepipedo, e introducendo

1’ altezza’ che un grave -impiega a cadere in un
secondo, avremo pe’ noti principj galileani le
tre equazioni

?i% ='-2gA ,(%%y )=—2gB ’(%%)::—230

le quali servono per tutti i tremiti possibili.
Ora facendo z'=x—+p , y'=y-+q , z'=z2~4r,
essendo p, g, r quantitd infinitesime ; avremo

dp=(L—1)dz+Mdy-+Ndz
- dg=Pdx-+{Q—1)dy-+Rdz
dr=S8dx+Tdy-+(V—1)dz

e quindi prossimamente L—=1 , M=o, N—=o
P—o,Q=1, R=0, 8=o0, T=o0, V=1, K=1x.
'E pel differenziale di » avremo

e=—H{(z)~ @)~ @]
r==1(z)~ &)+ Gl

—h[dL d - dVT

dZ da

\
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Similmente si traverA A=E, B=F, C=G ; ¢
per eliminare L, Q, 7, osserveremo che & .

| dp d
e () =i () 1= (3)
e sostituiti questi valori melle tre equazioni
trovate, avremo

dd dd, dd dd
@)= (@)~ )+ (&2)

dd dd, dd dd
‘ a;b \dtq) (dxcfy) ( g) (t{y—gr. ,

" dd dd ddq\ - (dd
Ora ponghiamo - .
d d d
(dp) (d;) (Ef’:) =u
‘avremo
()=t (E)mer(%) (E)=ei(2)
e facilmente si ricavera 1’ equazione
dd dd dd dd
(@)= @)+ &)~ (&)
che & quella che abbiamo presa in considera-
zione nell’ undecima classe.




5

" 65. Se volessimo considerare il caso9 che
il tremito iniziale fosse raccolto in une spazio
piccolissimo , e che in seguito si spandesse in
qualunque senso ; allora supponende 4 il cen-
tro dell’ agitazione primitiva, e p=vs, g=ys,
r=zs, sard s funzione del tempo t e della
quantitd }/[xx-+yy-+zz}]=w che indicherd Ila
distanza del punto 4. Ma essendo come & ma-
nifesto :

ds =(g_;) ’dt'-l- (‘-idT':) éw |
“avremo \

ds= ((_,f ) di -~ [xdx-l-_ydy-i-_-zdz] ( is'. )

Differenziando i valori di _p 5'qsT,e sostituen-
do, avremo

, w
_ (g_; =s -o-"'.f(dfi_‘f)

e sostituiti questn valon nell’ espressnom d.l u,
ciog in



g6

d d d _
@)+ @)+ (@)=
_si’ofterr:‘:\ ! | 3 '
u =' 3s =+ w (Edg)
Ora essendo

d s\ d d
@=@G) - G)=:
r equaiione . o S
' dd dd dd dd
2;h (dtl'v) (dg) (dx(?y) (Ffd;)

. 81 trasformerd nella seguente

I ldds 4 i.s; ' Elis
ogh \dt‘) (dw) - (dw’)
A quest’ equazione si riduranno pure le altre
due, facendo le medesime operazioni .
Ponghiamo nell’ equazione ottenuta s=% .

w
avremo sostituendo

o gdduy  dduy o duy ey
2 ()= (2 (-
che & un caso particolare dell’ equazion gene-
rale integrata nella classe seconda .
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PROBLEMA V.
Determinare il moto relativo &’ un sisteme

di corpt attorno ad un corpo considerato
per centro de’ boro moti.

66. Sia rappresentato da 1 il corpo che ser-
ve di centro al sistema di corpi indicati da m,
m', m", ec. Sieno «,8,u, le coordinate rettan-
gole di M;a+x, g +1y, n+ 3, quelle di m;
a+x', p+1vy, p+2', quelle di m'; e cosi degh
altri. Chiaramente si vedra che x, y .z saranno
le coordinate di m in riguardo ad M; che x', y', '
saranno quelle di m’ in riguardo allo stesso cor-
po, e cosi si dica del:resto. Facciamo -

r=V [z +y+2], r=V[2'+y"+2z"], ec.

le r, r, ec. esprimeranno le distanze rispettive
de’ corpi m,m', ec."da M.
La distanza di m’' da m & eguale a

V[(&'=x) + (y'=y)+(z=2)]
¢ perd la sua azione sopra lo stesso corpo m
sara per la legge della gravitd universale
m' |

F=a) + (@ =gy + @—=)

n .
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Decomposta quest’azione parallelamente agli as-
si delle x,y, €.z, la forza paralela all’asse del-
lé x, e diretta in senso contrario della loro ori-
gioe sara cos T T

. | . m-,(x'—'x) | -

r 2 ] T PSRRIV E T
(s e e vt ey

la. quale si pud mettere sotto la forma

)

1 d m.m' '
m: VIE'—=2) +(y—y) +(5'—3)']

dx

. e cosi s1 dica dell’azione di m” sopra m ec.’

r

Supponghiamo dunque

m.m'

Q

ST VIE =R =~y + (F =3

m.m" :

TVIE =S =)~ =5 .

verra ad essere Q la somma dei prodotii a due
a due delle masse m,m', m", ec. divise li.»:er le
loro distanze rispettive I'una ‘dall’ altra. Espri-

merj 1 (é%) la somma 'dell’ azioni de’ corpi m,

n \a

. m", ec sopra m deéomposta parallelaménte' all*

asse delle x, in senso contrario dell’ origine del.
le coordinate, “ L



Ora I'azione di m ‘sopra M -decomposta pa-
rallelamente all’asse delle x, ed in senso contra-

. e [y mx he
rio della loro origine, sara — ; quella di m so-
- ; ’ ' r S

| 8 !

pra M deccj)mpostaA ugualmente, sari 'g-' , e lo
stesso sara delle altre. Indicando per dt ! ele-

mento del tempo, avremo pe’ noti principj di-
namici |’ equazione per determinare &

(d d a) :. T _
de ey
similmente si avranno per determinare g € 4 l'e-
quaziont ) .
dd‘f) —s. Y _0
de /. r
dd- mz
—] =, — =0
(dt‘ : : ’

r

L’ azione di M sopra m decomposta paral-

lelamente all’ asse delle x e diretta in senso con-:

’ L ) - - x . ¢ -
trario della loro origine, sard — —5 3 € sicco-

me la somma delle azioni de’ corpi m’, m", ec.’

.sopra m, decomposta secondo la medesima di-
. . ) 1 {d .
rezione, abbiamo veduto essere — (E_Qa&) , dun=

que avremo ‘I’ equazione.

veu



(dd (x-l-x) . .ﬂ_f_a_:;__(dQ)__o

nella quale posto in Iuogo di (%3 il suo va-
LZ, siawra

i

Similmente avremo per rapporto’ad y e z I e~
quazioni

dd My my 1 dQ)

o R RS | dyl=°
ddzy Mz _ ms dQ\_
W)*T*?-T"—(dz =

- Queste tre equazmm si ponno mettere 501t0
la forma

(%)= (’)( y) (ZT) "‘”’) (d’)

essendo ° -

Maem _ m(xx+yy +zz)+g

D e srtnetag e S, o

T - ot T m”

Se le varabili «',y',2", x",y", ‘ec. che rin-

U NP GRS
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ehiude 7" saranno indipendenti da x, ¥, € 3, si
vedra facilmente risultare I’ equazione

)~ (@)~ ()=

che & quella integrata generalmente nella deci-
ma classe. -

PROBLEMA VI
‘Avzrazione dalle. sferoids

67. Ogrpi .corpo celeste separatamente preso
¢ la riunione d un’infinith di molecole dotate d’un

tere attrattivo. Le sue dimensiom sono picco-
fi:sime relativamente alla sua distanza dagh aleri
corpi del sistema mondiale, e il suo centro di
gravita € incirca attratto, come se in quel pun-
to vi fosse riunita tutta la massa; quindi & che
esso stesso agisce sopra 1 differenti corpi in tutte
queste supposizioni, € perd puossi imaginare nel-
la ricerca de’ centri di gravitd dei corpi celesti,
che questi altro non sieno che punti massicci riu-
aiti ne’ loro centri di gravitd. L’ipotesi della sfe-
ricita de’ pianeti e de’loro satelliti si & trova-
ta approssimata € bastantemente rigorosa; onde
qui prenderemo soltanto a risolvere il seguen—
te problema concernente all’attrazione delle sfe-
roidi ‘per confermar sempre piu I’ importanza
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di quanto abbiamo esposto nella ~prima 'sezione.
68. Steno w, vy, z, le tre 'coorliinate del pun- -
to attratto che indicheremo per m; sia d M una
molecula della sferoide, e x'y y', z', le coordina-
te di questa molecula; se chiameremo’p la den-
sita di d M, essendo p funzione solamente di x', y', -

e z', 8l avra .
| dM=p.dx.dy,dz

L’ azione di d M sopra m, decomposta parallela-

mente all asse delle x, e diretta’ .verso la loro

origine, sara |
. p.dx.dy.dz (x—2x) ' ;
[G—=) +—yY + =1

0 sia

|a. p.dx.dy.dz |
- { Vifz—a)+(y—y) + (2= 5')‘]}

dx
e chiamando ¥ I integrale B
| /‘ p.da'.dy .dz
ViE—z)y+(y—y) +(z—2)]

esteso alla massa intera della ‘sferoide, verrd ad
essere V eguale alla somma di tutte le molecule
“della sferoide divise per le loro distanze rispetti-
ve dal punto attratte. - . o

4 -
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Supponghnamo o

R=[(z—2)+(y—y) +(zs=5)
ed avremo V= [p. R.dx'.dy". c}z , integrale
che debbe aver luogo, supponendo soltanto varia

bile x',y' , e z'; dunque differenziando avremo -

(58 - (G20 - () -

sy as (40 (448« (142
ma ' ‘ a .

R) ddR (dddR __?
e pero I equaaone trovata _sn ridurra a -
ddvy (ddvy (ddPy
'er)"" (’"? *'(‘—z—)“"‘
-lé quale abbiamo completamente - mtegrata nella
classe decima. 5

. .PROBLEMA VIL

Attrazione delle sferoidi sopra un punto esteriore,

69. Rappresenti Z la somma di tutte le mo-
lecule della sferoide, divise tutte e ciascuna per
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le loro distanze rispettive dal punto attratto; a,b,c
le coordinate del punto-attratto; =z, y, z quelle
di una molecula della sferoide, cui chiameremo
d M; presa dall’ interno della sferoide I’ origine
delle coordinate, avremo |

L 2= ' dM
/\/[(a""_x)""" (b=y) + (c—2)"]

Quest’ integrale si dee prendere relativamente al-
le variabili z, y, z, ed i suoi limiti sono indipen-
' eqti da a, b, c; cid posto, se differenzieremo, si
avra |

~(ddZ) ‘(ddZ) _[ddzy _

- \dd’ + \d +(dc' :

la qual equazione fu generalmente integrata nel-
la classe decima, e percio il problema dell’ at-
traziomi delle sferoidti) sOpra un punto esterno
vien ad essere completamente resoluto.

" Per questi ultimu tre problem: st pud consul-
tare la meccanica celeste dell’ tllustre sig. Lapla-
~ ce, onde vedere gli usi estesi a cui servono per ri-
solvere delle questioni d’ astronomia fisica della

massima rnilevanza .
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~ PROBLEMA VIIL
" Del moto de’ fluid:.

70. L equazion generale che rappresenta I’ -

quilibrio de'fluidi, viene indicata come ¢ noto da
dp=q(P.2x+ Q.2y + R.23)

essendo p la pressione, g la densitd, 1a caratte-
ristica la quaE:' pero non si riferisce che alle co-
ordinate x, y, z della molecula. Quando il flui-
do passa dallo stato d’equilibrio a quello di mo-
to, allora fa d’ nopo porre nell’equazione dell’e-
quilibrio le quantitd -
_ (ddz (dd ddz
- P={: s Y™ -—Z ’ 1=
. dt‘) 0 (dt’) R dt‘)'
in vece di P, Q, R, onde ottenere I’ equaziong
che esprimerd il moto del fluido. Questa sara

)V—-iqB::)x. (%‘?)q-ay.‘(%%‘z)*)z. y_z) ,

de

chiamando ¢ 7 la quantith P.2x+ Q.dy-+ R.2z.
Ma T equazione trovata equivale a tre equazio-
ni distinte; poiché essendo le variazioni Jx, dy,
3z indipendenti, i loro coefficienti si ponno se-
paratamente eguagliare a zero. )

| o
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Per adempire alle condizioni della continui-

th del fluido,: considériamo’ all’ origine del moto.
~ un parallelepipedo fluido rettangolo le cui di-
mensioni sieno'da, d b, d c, e () sia la densitd
primitiva; sara la massa (g). da. db. d c. Ora
s¢ noi supponghiamo che (4) indichi questo pa-
- rallélepipedo, ¢ facile vedere che dopo il-tem-

Po 't esso si cangiera in un parallelepipedo obli-
quangolo; mentre tutte le molecule situate pri-
mitivamente sopra una superficie - qualunque di
(A), resteranno in uno -stesso piano, almeno tra-
scurando gl infinitesimi d’ ordine secondo: tutte
le molecule poste sopra gli spigoli paralleli ad (4)
si troveranno sopra piccole rette. eguali e paral-
Jele tra loro. Sia (B).questo.nuovo paralleleql-
pedo, e si concepisca che dalle. estremitd dello
spigolo formato dalle molecule che in (4) com-
pongono. lo spigolo d ¢, si conducano.due_piam
paralleli alle x, e alle y. Prolungando gli spi-
goli di (B) fincheé incontrano i due piani, si avra

un nuovo parallelepipedo (C) compreso fra i due

primi, -ed eguale-a-(B): cid chiaramente si ve-
de mentre quanto uno de’ due piani sottrae dal
_parallelepipedo (B), altrettanto vi a:lgglungq"l‘\aﬂl-
tro. 11 parallelepipedo (C) avra le due basi pa~
rallele al piano delle x e delle y; la.sua altez-
‘za compresa tra le sue hasi sari eguale alla dif-
ferenza di z presa nella sola ipotesi di ¢ varia=
I £ et .

bile; e s1 avra (l‘t—:;') .d ¢ P?r qt\;estl"?.lFez‘z;g.. o

8
y N\
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. Ad’ ottenere labase-del parallelepipedo (C)-
si osservi che essa ¢ eguale alla sezione di (B)
mediante, un piano- parallelo a quello delle z, y;
e sia (h) questa sezione. In riguardo alle mole-
cule di cu sard formata, il valore di z-sard il
medesimo, € sl avra .

f - _’(%)."da+(%)’.db+(‘%.dc=e '. =

Sieno ¥ M, 3 NV, due lau contigui della sezione
(h) di cui il primo sia formato da molecule del-
la superficie db.d ¢ del parallelepipedo (4), ed
il secondo da molecule della superficie da.d c.
Se dall’estremita 'di ¢ M ¢’immaginino due rette
arallele all’ asse delle x, e si prolunghi il lato
del parallelogrammo (%) parallelo a ¢ Mf fino ad
incontrare le rette, queste intercetteranno fra lo-
ra un nUoOvo parallglogrammo (k) eguale ad (h)
e la cu1 base sari parallela all’ asse delle x. Es-
sendo il lato ¢ M formato da molecule della su~
erficie db.d c, relativamente alle quali il valo-
re di.z & lo stesso; si vedra che I'altezza di (X))
e la ;iifferenza di y, supposti @,z ,¢ costanti;
€ sar :

- .dy—_-.(j_%').‘clb-l-(gl).d“c |

L C
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ﬂ%nde si ricava I altezzd del parallelopramme
(X) (atcsEd ¢t pMA

oy = L) (%)'Z (). ().

La base di'questo parallelogrammo & eguale ad
una sua sezione mediante un piano parallelo all'as-
se delle x; questa sezione & formata da moles
cule del parallelepipedo (4), rapporto alle qua=
li z,y sono costanti; dun?ue la lunghezza del
parallelogrammo sara eguale al differenziale di =
preso nell”ipotesi di z,7y,¢ costanti, e‘_percn'(’) 8l
avranno le tre equazion: L
d x = (J‘a,)',(.la_'_ (d_ db+ (T . d.c |

_ : | o'é (%%) da-u- G%)dbﬂ-(%—{)dc ;‘ |
o= (%).th_.(%j) [db 6{).4 c |

Per restringere, facciamo

‘ ' W=(f;lr§) G—’,{)ii)_ if_:) GZ.) G’g)
- HO-ene



e ' ' ro9
- @ @-@ @ @
e si ayx;_& S | .

| dpm . dW.d_a | .
o @@-)-6)
«con che si esprime la base del parallelogramma -
' W.da.db

@

Questa - quantitd es’ynme pu;'e la superficie del
P;rallelogrammo ), la quale meoltiplicata . per

E-i .dc, dard W.da.db.dc che viene
ad essere 1l volume dei parallelepipedi (C) e
(B). Sia ¢ la densith del parallelepipedo (4)
dopo il.tempo z; sara la massa di (5 e%uale a
ql;'Y da.db.dc, la quale uguagliata alla sua

K); dunque la. sus superficie sarh

\

massa primitiva, ne.da

gW=q)

per Tequazione relativa alla continuith del fluido.

" . -71 ‘Cerchiamo ora‘ di trasformare le due e-
quazioni trovate, e per questo supponghiamo che
u, Y, v, rappresentino le veloeita d’ una ‘molecu-
la, fluida ‘parallelamente agli assi .delle x; delle
"y, e delle z; st avra - L



0 d
@)= @)= @)=

Difterenziando queste tre equazioni nel supposto
di u,v, ¢, funzioni d1 X, Y, 2, e del tempo ¢,

avremo

() = G+ @+ G+ ()
(ddiy) | (filt)"'_l.‘ (d—)+'o (j;)+v. g:)f
&) =) +» dr)q_v (£~ @

Qumdl la prima dell equazwm trovate si trasfor
inera 1o

e (e )]
ey (8 e (e ) ()]
e (3:), o (f) <o (3 or(29]

'Per avere I'equazione relativa alla continuita del

‘fluido, si concepisca che nel valore di # le .

quantita a, b, ¢, diventino x, y, z, e che x,y, 5
'sieno eguah adx-l-udt y+vdt,z+vdt cio
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che equivale a supporre le coordinate primitive
mﬁmtamente vicine da x, y, z; avremo dunque

e (U )
e I’ equazione | ,
g W=(q)

si trasformerd in

(9)=¢q {I-l-dt [du (ZV ]}
Se consideriamo ¢ funzxone di xz, y, z, e del tem-
Po t, avremo

(q) g—dc. (d t)-udt (dx)—-vdt Zy —vdt. (ZZ)

e sostitylto questo valore di (7). nell’ equazlone
precedente, .€ssa’ s trasformerﬁ m,

:"og-'(,zlz;)9+4’(‘éx)+'( i 'v) ' (ddqzv) |

~ c¢he & I’ equazione relativa alla continuith del ﬂm—
do e che anche, slcc,ome fa.cnlmente 81 vede,
dlfferenzmle deﬁ equazmne

s Tqle@)
presa per rdppox‘to «dl “tempo ¢.
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La prima trasformata ¢ suscettwa & integra-
zione quando u ?x + v Yy 403z & una varia-
zione esatta di x, y, z, essendo altronde ¢ fanzios
ne della pressione p. Sia ¥ Q questa variazione;
I'equazione trasformata si cangleré. in

r=2=(D [+ G) @]

‘che mtegrata per rapporto a 9, verra

L2 (1)1 (09 (9 (1]

Blsognerebbe aggmnorere a quest’ mtegrale una
costante arbitrana, fll[lZlOIle %1 ¢; ma questa co-
stante. si pué supporre nnchlusa nella funzione
Q. Quest’ultima funzione da la velocitd delle mo-
lecule fluide parallelamente agh assi delle XY o
3, perche si ha

=(89).0=(9 . = (89

La seconda trasformata per. quesu valori di u«,
D,y ¢y 8L cangnerh n

o= (395969~ (d) (59~ (aﬂ (3‘;?)
+q[ ddQ Q)
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dalla -quale ricaveremo per lo caso' de’fluidi omo-
ger_lei 1 equazione

ddQ\ dd ddQy _ |
(@Q)*(W ~(GF) =
di cui abbiamo detto piu_volte ch’ ¢ inceﬁrabile

completamente con gh artificj descritti nella de-
cima classe. |

PROBLEMA IX

Del moto vibratorio det rimpanii.

72. Il moto vibratorio dei timpani si puo’
paragonare al caso di nn panno lino, o di una
membrana stesa, ed in vibrazione. Affinché piu
facilmente si possa sottoporre al calcolo il moto
e precipuamente la tensione di una supetficie,
converra osservare la sua generazione nata dal-
la tessitura dei fili spansi in lunghezza ed in lar-

hezza, conciossiachgain questa guisa si formano

1 fatto 1 panni lini, giovando poi il rappresen-
tarci un numero quasi infinito di fili nelle mem-
brane. Consideriamo dunque in primo luogo per
finiti gb’ intervalli dei fili che normalmente s’ in-
S:rqciano,.e sieno -questi indicati da w; e da w
insieme s1 rappresenti la larghezza di ciascuno
dei fili, come se tutti fossero si fattamente com-
pressi, che da per tutto ugualmente riempiano

P
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il piano. Nella figura 7.1l numero dei fili para-

lelli al lato 4B sarh eguale ad %‘3; 1a lunghez-

za cguale ad 4B, e la.larghezza eguale a w;
onde la loro somma sara eguale ad 4C. 4 B.
Parimente la somma degli altri fili paralleli alla
stessa AC sard eguale ad 4B.A4C, in modo
che la superficie rettangolare 4 B C D sari egua-
lea 2 4 B.4C, imperciocché in virtu della tes-
‘situra la, materia si duplica da per tutto. Se mol-
tiplichiamo la quantita 2 4 B. 4 C per la gros-
sezza, che chiameremo k, avremo il volume del
panno lino eguale 24 .4B.4C, con la qual
quantita rappresenteremo pure la massa.
Potremmo attribuire a ciascuno dei fili una
particolare tensione; ma affinche il calcolo non
riesca troppo .nojoso, e poiche ger la. scambu_evo—
le loro intrecciatura appena .pud sussistere I'inu-
gualita della tensione, ponghiamo che ogni filo
parallelo a1 latt 4B, e C D sia teso con tanta
forza che resti eguale al peso del volume della
stessa materia =— h k w, onde tutt’insieme riman:
gano tesi d’ una .forza e uale. hk.AC; e che
poi ciascuno dei fili fparal eli. ai lati 4C, e BD
rimanga teso d’una forza = fkw, talch¢ la ten-
sione di tutti insieme venga ad essere =fk.4B.’
Che se si concepisca un elemento qualunque rac-
colto nel punto ¥, dove cioé sia riunita la ma-
teria che forma un sol quadratinO' la quale ¢
=2kw w, & da osservarst .che la. porzione pg
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del filo riman tesa' d’una forza — h'k w; e che
la tensione dell'altro filo trasversale gr ¢ =fkw.
Laonde se tali punti si sollevino dal naturale lo-
ro posto per minimi intervalli, raplPresentati da
.Y, r.p,*.q, v.r, e v.y, lelemento ¥
sard premuto per di sotto, stante la tensione del
filo py, colla

forza -A——hlcw(2 " Y;;'pdf'y)

=hk(2s.Y=—=z.p—7.y)

e per la tensione del filo gr, colla

forza‘ =fkw(3f-y—:v.g—r_r)

=fk(2".Y—r.q-—r.r)

Quindi pe’noti principj meccanici nascera I'equa-
zione

dd.».Y —2ghk(ar.Y—7.p—7.y)
k T Y= &h P Y
2 ww( de* ) ngfk(zr.Y—r.q-r.r)

Che se fisseremo infinitesimi gl’ intervalli w dei
fili; e per un punto qualunque Y che & in ista-
to naturale neg piano ABCD, poniamo le co-
ordinate ortogonali CX=x, XY=y, e quindi
1l medesimo punto nello stato variato si sollevi
da questo stesso piano per I intervallo = z, tal-




116 ~ , h _
che sia ¢. Y ==z, sard z una funzione si delle due
variabili z, y, che del tempo ¢; e quindi pu-

re sara
r.‘Y—'r.p= w (3——2)

r.y—25.Y=r.p=ww ‘ic—l—z)

dx’

- Similmente si avra

d z)
”' . — ﬂ' . r= "
y (d ¥
r.q-—Qr. Y"‘!’-":WW (f.li?)
. | dy
e sostituiti questi valori nell’ equazione trovata,
essa s1 trasformeri in : '

ddz ddz ddz

() =63 +fe(357)
equazione mancante di k, cioé della quaatitd che
esprimeva la grossezza della membrana. Si av-
verta che la lettera g denota I altezza della ca-
duta in un secondo, laddove il tempo ¢ si espri-
me in minuti secondi, e la quantith A, giusta le
misure di sopra memorate, € proporzionale alla
tensione de’ fili paralleli all’ ascissa-xr, la quanti-
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td poi f & proporzionale a quella di quelli Z)a-
ralleli all’ applicata'y. -

Con metodr consimili si potrebbe parimen-
te sciogliere il problema della vibrazione delle
lamine - elastiche, i1l quale porterebbe a risolvere
I’ equazione sopra trovata per la vibrazione del-
la membrana.

73. Potrei qui offerire lpiil e piu altri pro-
blem: importanti relativi al calcolo delle diffe-
renze parzia]i, ma tengo per .fermo che !a scel-
ta che ho presentata a1 lettori- sari sufficiente a
mostrare la rilevanza delle cose da noi trattate
nella prima sezione. Nel corso delle mie ricerche
su questa parte di matematica mi era passato
per I animo d1 formare una terza sezione, di-
retta a dilucidare e discutere alcuni punti nelle
parti meccanich_e ed ar}alitiche da noi esposte,
come per mo’ di esempio quetto delle curve di
scontinue, che tanto ha agitato 1 geometri.

To voleva ad un’ ora porre a disamina al-
cune fra le teorie esposte da Giordano Riccati in
una dissertazione 1nserita nel prodromo dell’ En-
ciclopedia italiana, relauva alle corde di varia-
bil densezza, che comunemente dagh artefici
d’ istrumenti vengono scartate ed escluse abben-
ché suddite ad una certa legge; ed a questo
proposito presentar suggettate al calcolo alcune
osservazionl e sPerlenze di non lieve importan-
za del sig. Luigi Muzzi Ripetitore d’ eloquenza
italiana e latina in questa Regia Universita sul-
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le predette corde e sull’'organo della voce, osser-
vazioni dalle quali egli ha anche tratto dell’a
plicazioni nuove e sagaci all’ arringa, all’ istrio-
nica, e alla conservazione del vero senso de’ con-
cetti e pensamenti di cui lasciano erede la posteri-
ta gl scrittori. .

Di queste cose tutte che mi forniscono co-
pia di materiali, mi riserbo a trattare ampia-
mente in altr’ opera cui spero quanto prima di
metter mano.










