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ELEMENTI

DIFFERENZIALE ED INTEGRALE,

Fondamenti di questi due Calcoki .

1. Le quantita si dividono in costanti ed in vg.
riabili : le costanti che sogliono indicarsi con le.
prime lettere a, b, ¢ ec. non crescono né scemano;
le variabili che si esprimono con I'ultime lettere
X ,%, 2 €c. crescono O scemano cootinuamente .
Cosi il diametro del circolo & una quantitd costan-
te , mentre le sue -ascisse ¢ le sue ordinate- son
quantitd variabili . La porzione finita di cui una
variabile x o y. cresce’ o scema, si chiama diffe-
renzqg finita e si scrive 8x (differenza di x) o 8y
(differenza di y) ; cosiceche x4=3x & la wvariabile
accresciuta o diminuita della sua differenzay, ¢ § @
il segno con cui si indica il cangiamento finito di
essa , il quale avri -~ se ella cresce, e — se sce.
ma ; -onde 3( x~~») non significa qui moltipli.
cazione , ma la. differenza 8x 43y del bigomio
x4y, ' ) : ‘
 Generalmente 3[@(x)].3[f(=x,y)]ec. si-
guificano la differenza d’una funzione @ di x o di
una funzione f di x 5y ec.: ove per funzione si in-
tende qui una quantita composta di x-e di costanti
odi x,y ¢ di gostanti, ma tanto generale che
rappresenta tutte le infinite quantitd particolari che
posson formarsi cen ¥ o con x,% e con.delle co.

istanti . T
A
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2. Sia la curva CM G con le coordinate £ Be
BC,ADec¢DE,AFedFGec.;se AB=XxeBl =y,
sarti AD—= AB~A~BD=x+48x>=x'"DE=Da
G+ aE=y48y=y',AF=AD—4+DF =x'4=
3 =x" ,FG=Fb4bG=»"+3y =)" cc. ;
dunque ¥ —x=0x,x"—x'=8x" ,8x - 8x=
(X =x)=8(8x )=88x=238 x: del pan y' =
y=8y,y'—y'=8y ,8y' ~8y=82y. ' Ora le
quantita 8% x, 8%y ec. diconsi differenze seconde , e
87 x , 83y sirebbero le zerze ec.; ove si osservi

“che 82 x & molto diverso da 3x2, perche 32 x &

la differenza seconda di x, mentre & x2 & il qua.
drato della prima 8% . Ordinariamente I'una delle
due differenze prime 8x, 8y si riguarda come co-
stante , supponendo per esempio BD —=8x=DF
= F1 ec. .

" 3. Dall’ equazioni y' ==y 48y ,y" =y -3y,
Y=y =Syl ec.,8)'=8y 43y, 0y"=38y'4
82y, 8%y =82y 4-8% y ec., si ricava facilmente’
che presa 8x costante, all’ascissa x'==x « 8 x cor-
risponde I ordinata y' =y 48y, all'ascissa x" =
x -+ 28 x corrisponde I ordinata 5" ==y =208y 4=
8%y, all’ascissa . x"' == x -~ 38x corrisponde I or-
dinata y¥'=y 4-38y 438y 4+ 32y ec.; ove i
coefficienti dei termini son quelli delle varie poten.
ze d'un binomio; dunque in generale all’ ascissa

. X% -=n8x corrisponderad ua’ordinata ¥ —y—+ndy

n—i

udundl J¥ V' =1 W12 9 .
+n.=0— Py4n.— 3 32 y 4= ec. ; teo-

rema di cui pud farsi un buon uso per sommar le
scrie .

4. Che se siaora IH=y , FG="y ; DE==
"y , BC=="y ec. premettendo I accento per indi.
care il progresso dell’ ordinate all’indietro, avremo
He=3'y ,Gb="8"y,Ea==38"y ec.;; onde y —
Sy="y,y —=y=ty U 8% y=x"y ec., ¢
pad y=¥8y = ly =¥y + 8y 'y =¥y + ¥y




3
~+ Sy "y ec. =3 ( 'y +"y+"y ec. ), altro
teorcma importante da cui si ha che un’ordinata
y o in generale una funzione qualuoque di y ¢ sem-
pre la differenza della somma dei termini che la
precedono. Dunque 19 lo spazio Hi, I'arco Hb
cc., tutte funzioni di y come vedremo, son la dif-
ferenza della somma degli spazj GI, EF ec. o de-
gl archt GH , EG ec., ovvero d’'uno spazio qua-
lunque CZ o di un qualunque arico CH ec.: 2°
supposta costante §y==$§y=_3"yec.==1,san1y =
(y—14y—2—4-y=—3-cc. )

§. Come il cercar la differenza d’una variabile
dicesi differenziare, cosl il risalir dalla differenza al.
la variabile stessa chiamasi sommare o integrare ; e
come la differenza si indica con §, cosi la somma
pud indicarsi con ¢; onde ¢8x, 682 x ec. vuol dir
la somma di cui 8x o 82 x son la differenza. Ma
qui si rifletta che 8x tanto & differenza di x che
di x+a, giaccht.a essendo costante non ha dif.
ferenza, cioé non: cresce né scema (1): onde poi-
ché le costanti isolate spariscono differenziando , &
forza supplirle sommando, ¢ cid si fa coll’ aggiun.
‘gere alla scmma [ iodeterminata € ( custante ) che
si determina poi secondo le circostanze : cosi 0§ x
=x4+C,09*x=3x+ Cec. Tra poco faremo
sentire anche meglio la necessith ¢ Puso di quest’
aggiunta : passiamo al calcolo delle differenze fi-
vite .

6. Vogliasi 1a differenza finita di 4> <+bx-i~
¢y—fz==u; avremo (1) u + Su=a*-+bxt
be-{-cy—_’-_-cSy_fz'_T:sz:u. yonde tf — u
=8u=—b3x=+c$y =f82 . Dunque all’ oppo-
510 6 ( b3 x4 8y~ f8$2 )=bx—+cy—fz+4+C.

7. Sia da differenziarsi X# = u ; avremo % ~j=
Su=—(x=3x ) =u', ed ' — y=—= S u=skn a3 x4~
n.-’l:-z‘-—'x"—zﬁx”in."—‘" Rl S O =

FIG.



K
. a-1 n=—t  peez
ec. Dunque o (=2 Sxtn. < $x?

s ec. ) =x» -4~ C. Sia.3x costante ¢ l,n.;-—_-.l ]
dunque ¢¥x =8x01=x, ecn—-s—’g—c‘fn—-z;
dunque 0 (2 xd x -3 x2) == 2 §x O X} 3 ¥2 o1 =2,
e6x = %-— -;‘—-3°n=3;dunqucd(;x23x+
3 & 8x* -l-sx’):;s:cox +38x%cx +3x’a1

2
\ X XoX
=x%,¢ 0% ==~ —— — 4 ec. ec. : onde
? 38x "2+ 76 :
x2 —

X, .
se Sx=—1 vcrrao::::x,cx: , 0X* =3

"x? a2

:5--—--4- 6 5 ¢c. ec. E nel modo stesso dalle
seguentr differenze dei rotti, dei radicali, delle
funzioni circolari ec. si otterranno le respettive
somme che lasceremo ormai di notare, bastandoci
di avvertire in generale che per aver ke somme b1~

sogna riffetter molto sulke dnﬁercnze

8 Si voglia la differenza di = ; avres

. (xE8x)2
mo ”+:u'-"a+x:t8x ’
(2 ax4=x2) Sxs=(a=x)$ x> F(2ax+x2)8x

(a-i-x):"_*.‘.,(a-g.x)tx T (atx)2t(a-x)dx

e + x
r . .
==u,onde fmu=8 =

X . . - . . .
—_——— i : sti rot.
+ i ey el cio¢ riducendo in’ serie quest ’
ti ¢ sommando le serie, Su= .- . . . . .
E(zax=—tx2)8x a2 §x2 - a?d x?

(a—4+x)2 +(d+x)’ (a-i-x)be'

. Sia da differenziarsi y (a == x)=—u; avre-
- mo u-(-su.,_\/(a-i-x:bs:c)_.u y onde 2t/ —u
=Su=\/(a+x:t;:x)--\/(a-l-x):ma\((a

3x 342
,-i-x"f's?c)n-(“""‘x) 2 (=% )z 8§ (a4 ")%

ec.;



‘ 5
3 3 dx
dunque$u == — (a4 X) + [ab¥) H ——
2(a-x)* .
&x 32 .

— ec. Del pari
2(a+x)i s(ad-x)i .
voleddo la differenza di V‘—z—:—ﬁ:: %, 'si tro*

!
verebbe §u= . .. . ... 00000 L

v (ax—=x2bx§x)— 1/ (ax+xizkzadxox §y) 2

— V(**Fxix) o

riducendo in serie i tre radlcah e trattando- al solito

il rotto ¢he ne risulta y $u == . . «. . . . ... .
Fadx (3a2—4ax)8x2

2% (ax—x2)% Sx(ax-l-xz)%
(sa?—t12a3x-4-8ax2)3x? .

16.«::(a.1¢--|—x)f

10. Sia da differenziarsi sen x e cos x. Suppo-

S0 x-S x==23z,senx— §(senx)=2senzccos x4

S(cosx)=tosz,siavrad(sen x ) ==senz — senx o=

2::7:%:0:(4:4—-—25) e $(cos x) = cos 2 _"'co: X

e €C. =+

e o o 8 w @

ec
bo

&= —2 “}1_8_23_ sen (% =+ -25) Si trover& nel modo

stesso § (fang X ) = en 8 x
i cos xcos (% -1-5::)
3(cotx Yoz = send x
senxsen( x43x)"°

Anche in altro modo posson dnﬂ'crcnzum
senx e ¢cosx. Poiche fatto sem X==u, avremo U —f
Su==sen(x2z8x)=u',onde ' > =8u==
sen(x=38x) — sen 2 ma sen (o3 x)....mz x,

COS&x-—l—:ersx:o:x c:enSx..Sx-—;;—-{-
$x* 32 x4+ .
2345 ec.,cos8§x =1 — -+ 234 cci., dum?
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— $x2
que Su== --.rmx-l-,:mx(l—--—z—— +gc.) =+

$x
co:x(sx————-l-ec.):-_beco:x —_—. .
Sx2senx__8x3cosx . Sx¥senx ' ’
2 + 23. . 234
lendo la differenza di cos x = u , verrebbe § y—
co:(x+8x)-—cosx — 605X = cOS X .

(1-;-{-—; ec.) ismx ( Sx---s—-ec )._

=t ec. Del pari vo-

Sx cosx_, $x3senx

-v-Sx:(nx— " 7 ec.
11. Sia da differenziarsi / x==u, intendendo petr
Fil. logaritmo naturale di x; avremo u 4 S u —
I(x=tE3x)=0u ; onde ;-u_SSu-—sl(x—I-Sx)
x x2 x3
-—*lx——l(li--)—-: 2xliax3
12. Vogliasi differenziare una quantitd con espo-
nente variabile o I esponenziale a* = u; avremo

- ¢C.

P
Hep-SUu=—a x__Sx___.uu ondeu—u—Su—a:‘-’—;x
—ax: mauxisx ax. -’—chd Hdx, =
-I-Sacla-l—!f—;—-f* ec.; dunque § # = = g~ -
. 2,
(1= lec-l-’tl +cc.)—-'+'a"8xla
272
axSx gicc.

13. Con egual facilitx si differenziano i prodot-
ti -di -pid wvariabili x,'y ec. Ma si osservi che se
X cresce mentre y scema, converra sostituire all’
uno x =~ 8 x e all’altro y—=8y; ¢ sc scemino am-
bedue ‘nel tempo stesso , ad - ambedue si sostituira
x—38x,y—38y (1): noi. supporremo per ora
che nel .tempo stesso crescano ambedue, Voglia
differenziarsi XY==H ; aVIEMO U == YU =— (x-l-Sx)

(V+3y)=xy+x3y+y3ix-4sxdy=1u" on
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de ey =Pus=xSy-t-y8x4-8x3y. Cosi vo.
lendo la differenza di ax? == bx* y - xy? 4= 5?
e ex - fxy A= gy + bx 4-ny +h=o0, s
troveri (3ax’42bxy 4~cy* 42ex~+fy-4b).
Sx+(ax—4by+e)dx’4edx? d=(bxid 202y
+3my ~-fx—428y=n Sy4-lcx+3my-g).
sy’+m8y’+(sz+zcy-|-,.-f)8x8y+68y3§:3-

S 2—=0»0. ' XYy x+dx
4 cdx8y o Coslanchct(y)_y_'_s’

x _ydx—=x¥y_ydx—x8y
—_— —?"'!")’8— 2 ™™ . + e e e
(yzngyfy-xySyj_y_) 7

—

€c.

14. Infine vogliasi la differenza seconda, terza
ec. di-x" supposta § x costante (2): la prima dif-

) ne—1I RNl N2
férenza & u x $Xx-n.—x $x2 4=

N=f R=3 N
e — . — X ;3x’

2 3 .
. . N=f N2 N :
ra a trovar le differenze dix ,x “,x 3 e

Ora 1° S(xn—')=(n--! )xn—zsx_'_'(n_l)
2;;2.}'"-’ $x2- (n—l)'?—“:—’."-'—--;'-!at:ne-‘t s x9‘ec.

che si moltiplicherh per n§ x: z_‘! $(x
(n—2 )x.n-zsx-j-(n—-z)n—z-"x""’szec.chc

ec. (7), e tutto si ridur-

n—-2
) .

si moltiplicheri per » .:—'--;-'-3 %2:3% 3(a"}) =

(n—3)x" *3x ec. che si moltiplicherx per
2 ’i';’isxf ec. Fatte I'operazioni, la diffed
renza seconda sard # (n=—1 )xnwza %2t s (n--lj‘

) XTI g, AR A g
(ne——2)x x;-!-n. 4.2.37;‘?::

A}



ec. , ¢.col metodo stesso si avrd la terza, la quar-
ta ec. Nella medesima ipotesi di §x costante , si
troverd che la differenza seconda di x y ( ricordan.
dosi che 3y diviene § y 4= 32y) & 2 8x3y -2 32y
-+ 23x38%y.

1y, Riguardo alle differenziali - delle funzioni
o(x),f(x,y ) ec. (1), esse manifestamente si
avranno se le differenze di x, di x,y ec. si mal-
tiplichino per una nuova funzicne ¢’ di x, f' di
x,y ec. Cost $[@(x)]=23x¢ (x),3] f(=,y)
=3x,y)f (x,y)ec.; del pari & [@(x)
=3x*@”(x) presa §x costante ec.

Prime Regole de* due Calcoli .

‘36, Una grandezza variabile G ha per [inite
un’altra grandezza L quando G o sempre crescen-
do o sempre scemando pud accostarsi al valor di
L indefinitamente o ad arbitrio, senza poter mai
-eguagliarlo di fatto: casi se G accostandosi ad
giunga a differirne della quautith w, sarh G =
- w4 € tanto pid si avvicinéra G al valor di
quanto pil scemerd w; cosicchg se divepisse w==0,
st avrebbe realmente G=—=2Q ; in tal caso K si
chiama il limite di G. . '

Segue da cid 12 che per avere il limite & una
grandezza ‘bisogna fare zero la differenza tva essa e la
grandezza a cui sempre si accosta : 2°% che accostan.
dosi G alle grandezze L, A fino a differirne delle
quantita /,A,siavia G=L —1/, e G=A—A],
onde L — /== A —LAje fatto /=0, A=xo0, sa-
ranno L, A due limiti di G, e verra L = A, ciog
i limiti 4 una stessa grandezza G somo eguali: 3° che
" se le grandezze G, I conservando tra loro la stese
sa invariabil ragione m: 7, si accostiro ad L, A
fing a differirne delle quantjtd /, A, si avra G =3
L—=I!,T=Ae)ryed L=Y:A—=Rhiim:n;



G:T, cioe s¢ G, T si accostino proporzionalm?nte
ai limiti L, A, le grandezze e i limiti staranno tra
loro nella stessa vagione: 4°, che una grandezza G con-
tinuamente accostandosi al limite L , puo riguardarsi
( se basti una certa approssimazione ) come eguale ad
L guando ¢ giunte allo stato che o immediatamente
precede [ eguaglianza perfetta o ne é anche un poco pin
remoto . Quest’ ultima conseguenza che talvolta ha
luogo nelle stesse Scienze Matematiche, come nella
somma delle serie convergenti , ne ha poi moltissi=
mo in tatte le Scienze Fisiche.

17. Ora il Calecolo differenyiale & il metodo di
trovare i limitr della relazione tra le differenze del«
l2 quantitd variabili: il metodo inverso che cousi-
ste nel risalire da questi limiti alla relazione stessa
delle quantita , si chiama Calcolo integrale. Alcuni
esempj renderaano chiare queste nozioni.

18. Vogliast la trangente M T al punto M
della curva concava A M m, o che & lo stesso.,

decbba determinarsene la suttangente P T. Condotta.

un’altra ordinata mp ¢ per m, M la corda m M S
sino all’incontro della linea p 8 dell’ascisse, e di
pilt M7 parallela ad Ap, sia AP —=x, PM =y,
Pp=Mr=Ffx,ed mre=8§y. Ora Attesi i trian-

li simili MP§,mrM V2 =1 =
goli simili mrM,siavia 5o = 4 =

Sy MP P MP 3y o

sx,ma PF —3- dunquePT> . Per altro
quanto pil m si accosta ad M, croé quanto pid
scemeranno §y’c § x, tanto pid & si accostera a T,
e tanto meno differicanno tra loro le- due rclazmm
o ragioni s—y; dunquc la raglonc il

PT’S PT

FIG.

2.

lmntc dell”altra 'S" (16) dunque per - dctermmat‘

la prima, basta trovate uha nuova cspressxonc del
limite - della seconda. Sia _per. esempio - A M m
B



FIG.
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un circolo, la cui equazione & y? — 2ax—x2;
presa la differenza (7), si avid 298y o 3 y2

c=—2a§x—2x3x—3x*, clot sf: ..

3e

MP p
- anche J:——T— 5 dunque (7) %{—1—. =

Sy

tanto pil la ragione - si accosta a quella di

24— 22X aQ— X
zy =y

= o (7), sara g

; dunque fato. Sx==0,3y

—_—x . . . .3y :
il limite di §x ¢ ma lo era

a—Xx
y
~ » come gia si sapeva. Dal che

= ppe
y?
(3 e
si vede con qual prontezza e generalita il calco-
lo differenziale risolve il problema delle tangen-
ti da cui dipendono quasi tutte le proprieta delle
curve.

19. Per convincersi poi che 8y , § x anche
divenendo zero, serban tra loro una ragione, sia

perd PT =

Sy=a*—x?,$x=a—x, ¢ si supponga ¥ =a4:

in tal caso si avrd §y==o0 ¢ dx==o0; eppure

intanto ~Y = 2= *2

$§x7 a—x ‘
se¢ nel triangolo PBE sia PB=<a,BE=0b, ¢
sull’ascissa B I—=x si conduca I'ordinata I G =y
parallela a BE, si avia PB (a): BE(b):: P
(a=-x):IG(y), onde ay=—=ab-—bx: ¢ prese le
differenze , osservando che I'una delle coordinate
scema mentre I’ altra cresce, saléé:.g"-aSy:bex,

. b

ovvero aly—b3x,"e pc:os—f::-;:aix s
ciot le differenze § 9, 8 x anche annullandosi, come
avviene in G I, conservan tra -loro la ragion co-

stante b : @ delle quantita primitive ¥ , a—x, a cui

= a - x = 2a. Similmeate




s
appartengonoe. Tale ¢ I'idea che bisogna farsi del
calcelo differenziale .

2o0. Quanto all’ integrale, egli ¢ I'opposto del
differenziale (17) ed ogni integrazione esige I'ag.
giunta d' una costante (5). Per dare anche di que
sto un esempio , sia OD una linea retta o curva
con due coordinate, HC=x , C D=1 in angolo
retto, ¢ presa Cc=3x, si conduca I ordinata
cd=cr~+rd=y+48y; & chiaro (4) che lo
spazio Cd sara la differenza di qualunque spazio
corrispondente HD, I'arco Dd di qualunque arco
corrispondente O D, la superficie descritta da D4
della descritta da O D nella rivoluzion della figura
sull’asse HC, il solido generato da Cd del solido
generato da HD ec.; cosiccht sommate secondo
1l bisogno queste differenze, il calcolo integrale de-
terminera la quadratura dcgh spazj , la lunghezza
delle linee, la dimensione delle supctﬁcxe curve ,
lIa cubatura dei solidi ec.

21. Supposta dunque per ora OD una retta,
sia P H==1a ¢ la normale H 0 = b; avremo per.

b(a -+ x)

cidoab::adx:1y= — onde differen:
ziando , § y = Il?, e lo spazio differenziale Cd—=

Sxx 8y b
. =3 adx4x§x—+

Cr+Drd=3xxy<
T ¥x2

—5 )5 quindi per aver la quadratura d’uoo spazio

corrispondente HDo P CD, bnsogna integrar %ucﬂ:
x2
ultima equazxone macalx=ax ¢ a(x8x+ -

== (7),,' dunque I’integrale completo con I'ag-

giunta della costante sara o {C J,-—-(ax-l- -
~-C. Ora come I'area del trapezo HD ¢ dxver-

FIG.



FIG.

" C avra pnei due casi un diverso valore : infatti il

1z
sa da quella del triangolo P CD, cosi.la costante

trapezio & nullo quando [ ascissa ¢ ridotta al pun.
to H, ciot quando x=o0, ma il triangolo &
nullo quando I'ascissa ¢ ridotta al punto p s Clog
quando x g =<0 ovvero x==—a; dunque sup-.
posti nulli 1 due spazj e sostituito nell’ integrale il
doppio valore di x, verra 1° 0+ C==0, ¢ perd
ab
C—-o,-, (——a )-I-C:.—-_.o e pero C"-‘—; ;
ondeo(Cd) = HD= 3 ax+-;-):=(b+:)’); , CO-

me ben si sapeva ¢ ¢ (Cd):PCD:%(ax-{a

2 ,
- + _._.- I , comte put St sapeva °
x .

Talc ¢ l’ idea che blsogna fam del calcolo integrale .
22. Cid supposto, si & convenuto di espri-

Ay
mere con E il limite delli relazione o ragione
Sy !

35 tra le differenze prime delle variabili ¥, %,

con %&’o%ﬁ- i lmiti delfe ragioni :;1 ’ :;x
tra le lor differenze seconde ec. 5 e t termini 4y,
dx del limite 3L st son chiamati diffevenziali dol
prim’ ordiney i termini d*y , d*x,dx* dei limiti
::% ’ -4-3—1 s differenziali del second’ ordine ec.§ onde

diﬁrenziar le quaits significa ora cercare il limi-
te della ragione tra le lor differenze, ¢ dicest
quantiti ed equazione differenziale quella "che nasce
dalla dxﬂé;enzuwom. All' incontro i carattere &

segno f posto avanti ad waa dlﬂ'crcn.z:ak, indi-
ca somma 0 integrazione . Del resto moli Geome.
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tri a cui piace di abbracciare sotto il comun no-
me di Calcolo Difinitesimale i due Calcoli di cui
trattiamo, concepiscono una variabile aumentata o
diminuita d’ una quantitd infinitamente piccola 4y
6 dx, e chiamano dy , dx infiuitamente piccoli
o infizitesimi del prim’ ordine , 4%y, d*x ,dx* in-
Sinitesimi del secondo ec. , nguardando intanto I’ ia.
tegrazione come il ritorno daglx infinitesimi ai fi.

niti . Altri danno a. 4y,d*y,d%y ec. il nome

di flusssioni del primo , secando s terzo ec. ordine , ¢
chiamano fluemti le quaatita che si ‘ritrovano col
calcolo integrale. Queste idee ed espressioni , ben-
ch® poco esatte, sono assai comuni, ¢ nei non la-
scicremo di farne uso dopo aver derivate dai fon.
damenti gia stabiliti le prime regole dei due cal.
coli , nelle quali supporremo tutte le variabili cre-
scenti, giacché in caso diverso si sa comec bisogna
condursi {13) .

23. Abbiam veduto (16) che il limite d’ una
ragione st ottiene col fare zero ‘la differenza tra
essa e quella a cui sempre si accosta. Dunqae I°
per differenziar 52 4axz==2, si avrx Suzmudx

(6) , onde :;\f;‘ == a, ove non ess¢ndo dlfferenza al-

tuna, sard a il limite dxg , ¢ perd anche I __a,
cdu==adx. Quindi pcsr dxffcrcnziare @2 4=bx -
cy—-fz.._u,sara (6) ~——-—b+ _fx_s_z

ma 34 divenendo §°~ y anche :—;'c g——{ dckbon di.

3x
venire g_il ’dx ; dunquc .....b c_é‘g {Id; ,
e perd 1uzbdx+cdy -a--fd:, clqé le variabili
al primo grado si differenziano come.nel calcalo delle
differenze finite , sostituendo ad esse le {pr,, dzjf’ercnam!t

e scancellando le coszanti se vi s0n0. ‘ap g A

H~~1

-
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24- Dunque 19 per differenziare x" —u,

Ne=—1: N==2

. n=—g .
avremo prima du==nx O X-tn. — % 8 x*

Su n=i ~ N=—f p—2
ec. (7), onde 5 =nx +n.—_x Sx ec.,
. . du n—x
¢ poi fatta §x==o, verra jo =nx edu

:nx"” "dx, ciod si differenzia una variabile & qua-
lunque grado- diminuendone [ esponente d' un’ unita e
moltiplicandola per il prodorto dell’ esponente primitivo
nella sua differentiale: cosi d(x*)=2xdx,d(*’)=
3x2dx cc.

25. Da cid si raccoglie che d[V(a+x)]=

e dX
d(a4=x) = V%) '
che dalla dottrina dei limiti (9); d[V (ey4+y")]=

Y d .
Cdlay +y*)? =z($(—';;_‘l‘:_)yzy) , € in gcnera}c

d[v(ax-i-x’)]: ”ga—o— 2 x)d x —, ciot si dif-
‘ mV (ax == x* )"}
ferenzia un radicale del grado w dividendo la diffe-
renziale della quantita sosto il segno per il prodotto
dell espovente m nella radice m di questa quantita al-
zatg alla potenza m — 1 . ) .
26, Dunque III°. per differenziare xy =#, Si
avrd prima $h=2x35y+y3x-+8y¥x (13), onde
Su__xdy _ - i f y=—o0, verr
Sx— sx-i-y’-l-s'y,cpox.atto Sy==9o, ¥
differenzia un prodotta di variabili sommands i prodots
ti delln differenziale di ciascuna variabile per tutte
{ altre ; cosi'd(2Qw)=Qwdz420d Pt+2Pdw;
d(x*y)=gyx*dx+x’dy,cc. - ‘

, come pud dedursi an-
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27. Dal che segue che volendo differenziare

; =1u, si_avrd x_—_—uy,dx:i%*y-l-yducdu:
d dx — xd .
Q—%:‘y——t;zﬁ—g (13) ciod si differenzia um
rotto prendendo il prodorto del denominatore per la
differenziale del numeratore , sottraendene quello del
numeratore per la differenziale del denominatare, e
dividendo il resto per il quadrato del denominatore:

i 4 (7)== 4 () =GI

d(va-:x):zx\-/-(::ix")' come risulta an< -

cora dalla consuecta dottrina de1 limiti (8.9) ec.
28. Dunque IV per differenziar sen x=1u,

. . & x2 sen x

si avra prima (10; du =13 x cosx — s G

Sxsenx

Su .
onde §x ==Cos X — ec., ¢ poi fatto §x=o,

du '
verd T =S cos x ¢ du==d(senx)=4dxcosx,

ciot si differenzia il semo d’un arco moltiplicando
la differenziale dell arco nel suo- coseno. Del pari
d(cosx)z=—dxsenx(10), ciot si differenzia il
coseno 4 un arco moltiplicando la diffevenziale ne;ativa
deli’ arco per il suo seno. Cosi d(sen™x)==msen™"
xdxcosx;d(senmx)=mdxcosmx;d€eosmx)==
—mdxsenmx;d(senxcosx) =dxcos2x—dx

cosx\ . x ..
sen"x::;dxcorzx;d(\/ L?—Zf——)zd(co:;)::

._.gf:mi;‘; d[ ‘\/(a_"—-b.rmx)]::d(a"”—‘b:mx)t

~— bdx cos x )
= V@) b d(xmx)= dx senx =4

xdx cosx,ec.: ¢ si osservi. che se. il raggio non

fosse 1 ma g, avrebbe sempre luogo®la regola da.

ta altrove .
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29. Dal-che si ha 19 J( tangx)._d

un X
€os. X%

—( )dxw‘ ::.-Jl-dxx:m_f_a_g'__ cifx: 2% d(cotx)y =

tar:gx cos* :‘:;xg = :_mzd.; d(secx)=
d(w:x d:;::fx' 42 d(cosccx)_d(smx =
:T‘Z;}iﬂ' §9 d(senv. x)_.d(n—-co:x)_.dxsenx.

6% d(cosv.2)=d (1~ senx)==—dx cos x.
30. Onde se x & un arco qualunque, sara la -

d(senx) —d(cosx)
sua differenziale dx= s —  sen=x

d(tangx) d(tungr)

cos® xxd(tayg x )=

sec2x T Iepwtang® x
—-d\cot\) —d(cotx)
— sen — e b 2
xxd( corx) = cosec* X 3 -]— L cat? x

ec. ; cid risulta dai varj valori che possono aversi
per dx. (28. 29)
31. Dunque V9 per differenziare lx=u, si

avia prima (11) Su= %x-—j;z ec. , onde —gf:

3 f: a 5o
—axiCC>s € pm atto § X =0, VeIT. d =

{u "g|n

ye dux=d(lx)= -—’-‘ , ciot si déferenzia il la-

garztmo d una variabile dmdmdo per essa la sua dif.
Jerenziale, ¢ si noti che per un sistema del moduloa

u , si avrebbe d(/ x)mm dx , ma noi parlerema
dei soli logaritmi naturali il cui modulo & 1: cosi
d(lr)y=d(nlx)="22; d(lxy)= . ¢ -
y——-—dx-'-x.ig : '. .x— —[,dx—x_d.’.[/- 2«- 2 —
%y -:!1(1 )w_“—"xy sdll(e*—x%) ] ==
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—2xd d
P () =2 a b ) =

bnrx" dx

;d[l(a+bx" )]=-~-G_T_7;,,‘;;d(lv(l—_|;;—zj)=(z7) o

d
;—(—!—Tx--z—) 3 d(coslx) =(26)—d lx senlx=— ix?
senlx ec. Del pari volendo differenziar potenze di
logaritmi, si troverebbe d (/™ x) =(24)mI™" x d—’-‘;
dxmin X) = (26) mx™" dx I" x4-nx"" dxI"" xz==x""
dxl-'x(n—==mix). In finc la differenziale d’ un
logaritmo d1 logaritmo come //x=mu, si avra col

mezzo “d’ una sostituzione ; poiche fatto / x=z¢,

sara /l/x =lt==u, onde dx—fl—t =d(_l_r__) =

] lx
dx ‘
xlx’ ec.
Dall’ equazione d(/x)= d—f si ha dx=

xd(lx), ciot si differenzia una quamzta qualunque
x prendendo il prodotto di essa wella differenziale del

suo logaritmo , 1l che offre uon. nuovo metodo di dife -

ferenziare o di verificar la differenziazione gia fatta:
non vi ci fermeremo .
32. Dunque VI® per differenziare a* =, si

a*8x2i2aq cc
’

avr przma (13) du=a=dxlat 2

ond L =0"la +a"3xl ec.,e pbi fatto Sx==o0,

-

verra 5—;_—-_ a*lacdu=axdxla: cosi d (%Y = xY

d(ylx):.»-(zﬁ)xy(dylx-l- ‘-l/-‘-xij-); onde se sia

1—1/2,7182818 ==/e, ciot se st chiami e i nu.
mero il cui logaritmo naturale & 1, sara’ d(ex) =

Fdxle—=e¢dx; d(emx )= —menxdx; e

d(e*)==dx. Del pari la differenziale degli' espon
C. ' .

4|
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uenziali di second ordine, come x” =y, si avrd col
mezzo d’ una sostituzione ; poiche fatto ' =2 sara
* 3

3
x) = x'=a, onde xtd(tlx)i=xy d(ytix )=
? dyl *d :
7 [y‘(dzlylx'i-z:’x)-}yx"]:. ..

3
y 3 2dylx 4 dx
x y(dzlxly-[- : -[‘?),ese =y =e,

3 3 .
sara d(cc ) f_-:ec e dz, percht in tal caso %,y
sono costaati.

33. Dunque VII® la differenziale delle funzioni
O(x),f(%,2), Flay x?) ec. sara dx9'(x),
d ("(’7)).{'(-”:.?), (ady 4 2xdx) F (ay -+ x?),
ec. (15) -

34. Dunque VII® per differenziare la secon.
da volta X" =u, o per trovarne, presa dx co-
stante , la differenziale seconda, si avri primiera.

mente (14) 3 4 =n(n — :)xn-:’s'x’-]-n (n —

1)(n—12)x" ' $x? ec. onde 8—5= nln—t)x

ne .
o n(n—1) (n—2)x 33 x ec. s € poi fatto §x=o0,
.d*u n-: n—2z
verra;—;—::n(n—-!)x e d*y =n(n——1) x
dx*: cosi d*(x*)=—=12dx?;d*(x? )=6xdx>
ec. Ma se dx oon sia costante, siccome d' x?) ==

2xdx (24), avremo d*(x?)=4(21xdx ) =(26)
2dx*Ge2xd*>x; in generale, poicht d( x" )=

nx dx,sad 42 (an) =d (nx"'dx)=n(n—

N~z 1 . . .
1)x dx*<4enx  d*x. Similmente -essendo

d(xy)=zxdy$ydx, sara d*(xy)=xd>y +
2dxdyJydix, ¢ presa dx costante, d*(xy)=

\



]
xdlyPpadxdy: cosi nella stessa ipotesi di 9dx

2
costante si trovera d (y )__,,1 X .i‘."_.i‘_.? )

dy:
ydx
ma se sia costante piuttosto 4y, si avra 4 ( )
ydx
z=dx - Tyrs e se nulla sia costante , verri

ydx yd*x ydxd?y
d(dy =dx dy“. dy* -
E presa pur costante dx sara d‘[(p(x)] o
dx2@V(x) ec.
Il metodo stesso fara trovar le differenziali ter.
ze , quarte ec.

39. Da quanto si ¢ deteo fin qui, facllmente '

si comprenderanno le prime regole del calcolo in.
tegrale : conﬁdx::u,x-{- C(23);5 [nx"""

=x" =~ C(24), ¢ quindi fx"*’dx:% <+ C;

dunque fatto n—1=m, sara ﬁc"‘dx:f_:: -+C,
cioe si integra una differenziale monomia acerescendo
d’ un’ unite I esponente della wvariabile, e dividendolz

per la sua d:ﬁ}rmzzale molsiplicata 'nell esponente accre-

:cz'uto-cos‘nf fd‘( a+tx) i__
) 2 \/(a-l-x)_ e

3
d——xz(f':'}‘i)——vcwx)-'-““) ec.

- T
36. Nel caso perd di m==-—1la regola non

+
ha luogo , poiche allora;—_-._-l__é.: per altro es-

. d
sendo m=——1, si avid amdx=xdx =", ¢

%
si sa chcf:%::lx-i—c(;l).

dx .

4|
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37. Talora si integra pid facilmente .per mez.

rooL némg
zo d’una sostituzione : cosi volendo a / x X

dk(b+xﬂ )2, fatto & ~-x" =23 e perd nx ‘dx

=dzed x" d :éﬁ, vc"é,‘:/'z'"dz__:qzm*"
. n n(m+1)
a(b_'_xn )m'l- 1
n( m+x )
se occorra , tali sostituzioni : cosi d xV, (a x2+x")
€ (3ax’ 4 4x* )de(ax-l-x2 ) si ndurranno
prima a xdx\/(a* %) € a (3ax? +-4x’)
dx v (ax®4-x*), e poi fatto \/(a “+x?)=3
e V(ax? 4=x*)==3, si mtcgrera facilmente.,
Se m=s=—1, si avih nel primo esempio di
n-1d x al(b-l—x" )
et 2= C.
38. In -generale ﬁ" dx(a-l—-bx"') puo aveg-
si in due: casi: I? se n-—m-—l ; poncbé fatto z=a+=

bxm | sary Jz—mbx ~f Jx——'mbx"dx onde/'x"

2 emly —a zdz (a+bxm)r+l T
dx(abzn) = bm o r=1)bm (39): 11
7 sia numero iatero e positivo ; po:ché svnluppa')-

do la differenziale e rntcgrandoue clascun ‘termine
m=tn
separatamente , si hz:/(a’ x dxdrad bx dx

+ Cec. Blsogna perd: preparar ,

sopra a

VY T 2
+r. — —- 52xlm»+ndx cC.):“_C-I—o.. P
2 .
arxrt af-lbxﬂl""k"‘l . y(y_“')ar-:bzxz"'-l-n'l"l

———————
n4=1 . m+n+: 2(zm—4—n-—~1)
ec., ccpressxone finica nel nostro caso . -~

Se I’ espressione sviluppata abbia dei termini
dx
della forma — , si integrerd coi logaritmi  come

sopra.
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39. In due altri casi & integrabile la formula -

dndx(asben ). Sia Ttz ¢ fatto a4 b

M3e—a
=z onde mbxm-1dx==dz ed ¥==V =5, si avrd

n-1__ (22—a) (z=ea)s

X — x ’xn e ,xﬂdx—\ .....
_d.z,(zm"';‘a)’“" ed xndx(a.*—bxm)f: ce 0o 0o
z'dz(z,—a,)"';' e

y quactity integrabile se s =

mb* m
sia numero intero ¢ positivo (38): cosi x7da(a%~-

3 n—=4-1 .
x?)’ ove n=aj m=1 ed S ==, ¢ inte.

grabile ; poich¢ [ x*d« ( a4 x2) = ... .

f‘z’dz(z—ua f(z’dz a z’dz) —_ .
32* ) (4x —-;a)\/(a +x)+C'.

40. IIQ x"d x(a—l—b xm)r o= xnxmrdx( a+'l': x™ )r

X
=x"*"dx(b4-ax"" ), differenziale integrabile
n4mr 1
~=m
(39), nel qual caso I’ operazione di sfpra lo riduce a
27 d 3(z-= b}t
-s.m as

s¢c

(=s) ¢ numero intero e positivo

3
: cosl x-3d x(a-4-x*) ove n=-—2,
t
Seqntmr+rt_. .

b=1,m=3, 1‘=—--—c
—m

grarsi; poncht\:/‘ x* 7] x(befoq x’”‘)' = f xdx (34

- — ’Jz(z-‘)— —~3 3dz 2 %d; .
a2y f —jar f BT ).—

pud inte.




FIG.

22

x
-—z’
a* z_ar—'--i( + a-i( +x3)
('+max-:))+c- |
4). Infine & manifesto che [ dx cos x =
'd x_ x
- smx-]-Cfdx e X == == C0S X=}o C(zS) o=
tang x.=j- Cfmzx_—cw x4~ C (29), ec
41. E’ chiaro egunalmente che de" X =
P e, —-I’x-i-Cf _.mx+c
n=t=1 Ixllx

(31) cc.; eome purefa dxla=a*4C,.
fxy(dylx-l-y _)—-x ~=C(312) ec.; e pari

mente ﬁmp (=0, ﬁ(x-y)f' (=, 2)=f(*,9)

ce. (33). Tra poco daremo altre regole del calcolo
intégrale . :

‘ Applicazioni del Calcolo D:ﬁermzule alla Teoria
delle Curve

43. Dei problemi da sciogliersi sopra una cur-
va, il pid semplice & di condurre una tangente a
un punto della medesima. Ora abbiamo gid tro-

vato che se sia AP_x PM=y., la ragione
P
;T ¢ il limice di —2 (18) ; dunque %{7 = %

ydx

- (22)y, ¢ I suttangentg PT= —d———; P elemento



della curva AM m o I atco infinitesimo M m-—
V(M7 derm? )=y (dxt 4=dy*)==ds; h

tangente MT‘—'V(PM"-l-PT")—V(y -+
52
dx)_._y_ri{__t’ la sunnormale P N =—

Pyt d ‘ ‘
7T=ZE}2’ la normale MN=v (P M> 4

PN2)= z-ifzn; e se per 4 si conduca £ Q

- ydx ydx —
parallela a M P, si avra —— 47 dy —x(....

\ xd

AT)::y:AQ:y-—-—Exy. Con cio si trovano
i valori di queste varie linee in ciascuna curva:
poiche sostituito nelle formule il valor di dx,
d y ricavato dall’ equazioni delle curve, si deter-
mineranno quelle lmec, purché per avere gli asins

“toti si faccia di pid X infinita. Diamo alcuni.

esempj . :
L’ equazione al circolo & y"::a.’;— x%; dua<
que ydy=--xdx, ¢ -1'-‘%- m—d = —....

x
2__ 2
a* —x . . 1
-(—.-—;c——-—? =P T (il segno — indica che la sut<
tangente dev’ esser presa nel senso stesso dcll ascis-
sa , perché nella costruzion della formula si ¢ presa
in senso'contrario, ¢ dall® equazione y* =2 ax—x*
si & avuto un risultato positivo (18) ): la suanor-

male y‘ly——-x la normale v (y? +y dy 2

=\/(x‘+y )=a== al raggio , come dev cs-
sere ; Parco Mm =V (dx*+4dy*)= f-;-'f=—

ady

——

X

FIG..
4.
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Nella parabola, y2=px; dunque y ‘%'. =

d
%,cxg?:zx.

Nell’ ellisse , y* = é: (a* — x* )i dunque
_ ydy _ —b*x .ydx __

ydy-;- a? E) xdx) Y dY T —;’“—_,Cd'_d—y_ —_—

—(8*=—x

- x

' 2 ' .

Nell’ iperbola , y’-—-.:%z (zax--xx); duns
X -

y:ly_f;i (a+2x), e ydx __2rax+4xx

que 70 = 2= .

dx a—+x
Si* ha ancofa AT = -;‘1_-:7 , espressione =a
quando x & infinita; come AQ=y— %‘—Jg'- =
y—-g—"; (a.+x)==112;=\/ '2b:_f_x ), si fie

duce a == b. Questi valori di AT ¢ di 4Q dan.
no la posizione degli asintoti . '

44. Sia y"==x"g™"; si, avra nlx e (m—
‘u)le=mly, onde (31) 1&*_{,‘:"_’.52, e la sute

tangente 24x = X  Tatte le curve rappresen=
dy n NI ‘
tate dall’ equazion generalé y™==x®xa"" si chias
man parabole quande m , n son positive: se m==2,
n=e1,si ha y> =ax , equazione alla parabola
ordinaria detta Apolloniana , da A ollonio antico
Geometra ; se me==3 n==1 , si ha y?=a’%x,
¢ la' corva che ne risulta & la prima parabola cubica
a cagion di n=1, se m==3 ,n=2, la curva ¢ la
seconda parabols cubica, la cui equazionc € y =

axt.
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~ 4%. Se n ¢&_negativa, le parabole divengono
iperbole , la cul equazione. & y™=— x"?g"+" —
m—in . . ’ .
.———,‘CIO& x"y™ ==a"*"; onde la suttangente di

m x .
qucste curve t'in generale — , cio¢ dce

prendersi nel senso stesso delle x Se m==#
=1, si ha I'iperbola ordinaria la cui ‘suttangen:
tc _——— X . .

Nella logantmlca x=Algy ¢ dx= ‘is_y

onde -?.i_. =4, ¢ perd la surtangente ¢ sempre
egualc al wodulo . '

46. Siano due curve BIOC,BMA tali che

prolungando I'ordinate O P della prima fino alla
seconda , la linea M O sia. una funzione qualunque
del’arco B10, e debba condursi per M la taa-
gente M T. Immaglno I’ ordinata m p infinitamente
vicina ad M P, ed Mr parallela alla tangente
TO: fatto B 0=z yMO=u, sarh (a2) mr=

du,rM==0o=xdy, e du:dz::u: 0T== f%fl;

con che si determing il punto T.
bdz

Sia per esempio u=x f’-‘.?. y sara du= "~

ed or:-.-.’%-dz—.zzzmo Se BIOC é un

arco di circolo, AMB & una cicloide, ¢ qucsta
costruznonc ¢ nota.

FIG.

Nella quadratncé prese T ascisse dal centro s; 6.

ha y== .awcot -; ; dunque ricordandosi che il
dx cx

. .
¥aggio 3 qui 4, avremo dy = —— co¢ oo

D



6.

. CcD

2
xd x cx cx
cxdx ed XY e X o X X . Ma
cx d a a 2
sen*—" sen* —
a a

condotta un’ ordinata infinitamente vicina ad M P, -
S trova e=e xdy OT ( presa w dy perche y

dx h
diminuisce mentre X ecresce ) ; dunque 0 7 =
cx? x cx
—— o — 0t =, (T=0T Ay =....
e a a
sen” —
" a

2
cx [ . cx
==, CM? percht C B(a): sen BE( sen = ):¢
2
sen? cx a a) _
a

CM: MO0 (x); ma quando CM & nel -punto D,
A )
sihaCM=CT=CD= -‘!c— ; dunque €T =

M2 P ;
; onde presa €T terza proporszionale dopo

" la base CD e la retta CM, si avra il punto T' del-

7.

la tangente cercata,

47. Con un raggio CA sia descritto un cir-
colo, e sia una curva C K M tale che condotto il
raggio CM N, la linea CM sia una funzione dell’
arco A D BN; condurre una tangente M T al dato
punto M. Immagino due raggi infinitamente vicini
CMN,Cmn, e il piccolo arco Mr descritto dal
centro C col raggio CAM , ¢ sonduco CT perpen-
dicolare a CM . Sia ora CM—y,ADBN=«x,
CA=a, ¢ si avrad a:y:; Nn(dx): Mr ==

a ady

.’-’%‘, e rm(dy):yd'”::y: Cz:y’dx' Sia

| per esempio y == ‘-L;-c » la curva CKX M sara la spi.
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sale d' Archimede, e si avra dx =1 y CT=
dy a

y’:r_axy: xy'—MQO

az — - a2

Sia la spirale 1pcrbohca, in cui xy=ab;
avrid xdy4-ydx=o,ydx=~—xdy, CT_..—
xydy _ _ XY ___}.

Tady “a

48. Nella spirale logarltmlca y Ove T angolo
CMT & costante , immagino i raggi infinitamente
vicini CM , Cm e descritto dal centro C con un
raggio CN un circolo, faccio CM=2z,CN=—a,
e segnato sulla circonferenza del circolo un punto
fisso 4 , suppongo [I'ascissa A N==x, il che mi

dig:dx::2: Mr= 242 g tz=tang Mmr,

e sark g SN Mmr My _z___dx onde % =

cosMmr — mr adz
dz""d(lz)(sl): dunque /2= __x_ -+ C. O

quest’ cquazione fa vedere 19 che la spn'alc fa un’
infinitA di rivoluzidni intorno al suo centro tan-
to per accostarsene quanto per allontanarscnc, poi.
che in luogo di x pud sostituirsi- successivameate
K=y X =2 X of 3T EC. e T = Xy = 2 W=}~ X,
ec. essendo x la circonfcrcnza AN B : 2% che fa-

cendo C==I(', si avra 1 2 = = x =—-1¢(32)
C. at at

x x
s at at
ovveroy ==e¢ € 3= C'e ; dunque nel pun-

FIG.

1 8.

to Aove x==o0, si ha CD=23=0C: 3% che.

I’ascisse 4 N crescendo in progressione aiitmetica
x42x,3x cc., I'ordinate formano la progressione
x ‘2% 1x

geometrica, C'e ,Ce ,Ce ec.:4° che se



FIG.

J0.

28 :
t=—o, si ha 2= C', propricta del circolo che
taglia ad angoli retti tutti i suoi raggi , comée
si sa . , .
Questi esempj bastano per condur le tangenti

.a ogni sorta di curve o meccaniche o geometri-

che. Vedete ' Aualisi degli infinitesimi di De I'Hé.
pual .

Dell Evolute .

49. Iomagino on filo 4 BC applicato sopra
woa curva BC, la cui origine ¢ in B ove 4B ¢
tangente : se si sviluppa questo filo tenendolo sem-
pre egualmente teso, la sua estremitd A4 descrive-
ra uoa curva 4 M che avra le seguenti proprieta :
12 la tangeate MC della curva BC sard sempre
perpendicolare alla curva 4 M : 2% MC sara egua
le ad 4B 4 Tlarco BC: 3° I'afco infinitesimo
Mm potrx riguardarsi conre un arco di circolo de-
scritto- dal centro € col raggio €A ; 4° onde nel
punto C si riuniraono le due normali infinitainente
vicine M N, mn. Ora la curva B C dicesi I' Evo.
luta della curva A M, ed M C & il Raggio Osculato-
re , o Rapgio di Curvatura, che si tratta di deter-
minare , supposta nota la curva A M. .

50. Siene MP , mp due perpendicofari all’
asse A Q mnfinitamente vicine, ¢ CO , Mr paralle-
le allo stesso asse : fatta MO =—u , AP = x,
PM =y, Mm==V(dx*4+dy*)=dse....
dxddx 4~ dyddy == dsdds, sarx dx:ds::u>

MC= "js : ma mentre A P y PM , MO varia.

X
no, MC non varia (49); dunque differenziando
uds
dx

I' equazione MC = , verrt . . . . . .
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('udzls-i-dfdu)dx“”d“zdx—‘o cioe (udds—

dx
dsdu)dx=udsddx; e poicht du==mr=dy, .

dsdxdy
si trovera # == Tiie—aod T onde MC =...
ds*dy  __ ds3dy _
Tdﬁ;—dxdd: ds?d dx—-ddx(dxddx-i—dyddy) -
A §? 4 A 52 _ N
dy ddx-—dxda’y=| ’ Sllprango
— dx* d(

per tormhpendio che una -di queste dnﬂ’crenz ali. sia
dsdy
ddx

2
J Supposta costante dy, si ha

costante, .per esempio ds , ed ho MC =

Ay V(dx>—4-dy
ddx

MC= 45 . (dx? —}-:Zy )"
dyddx dyddx
come si fa d’ ordinario, costadte dx, aliora MC=

o—
[S—

Ma supposta,

di* __ (dx?-dyt )z, cioce dividendo tut.
—dxddy =~ = =—dxddy -
to per dx? , MC=(n+dy %@2

. Siccome le curvature dei cu'coh sonb in
: ragnone inversa dei loro raggi, cosl in due punti
diversi d’una ciirva le clirvature sono in ragione
inversa dei raggi dell'cvoluta: onde per saperc in
qual punto sia la massima curvatura , si cerca il
iminimo raggio dell’ evoliica . Inoltré se¢ la tangente
in A4 & normale all'asse, allora per determinar la
retta B4 o la distanza del veitice A dall’ origine
B dell’ evoluta, si fara x =0 nell’ espressione del

FIG,

10.

raggio M C, ¢ si avra il valor di B 4. Finalmen-

te per trovar I’ equazione dell’ evoluta, si conduta
C Q perpendicolare all’asse e sia A B=a,BQ=¢,

CQ =z; avremo primicramente, presa 4 x costans.
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3o '
2 2 .
te, MO=u== d:i—-‘-;;iy__ (50) e z2="2_"" "7

Y
~y;poi Mr(dx):rm(dy)::M0:CO=~FQ

— 4y (dx* - dy*) -
== —dvddy . Dunque AP4-PQ—A4B

2 2 ‘
—te—Xe—at dy(dx>+dy*), valori che coll’
mdxddy

cquazion della curva determinano I equazion dell’
evoluta. -

s2. Fin qui le ordinate eran parallele fra loro.
Partendo da un puato medesimo, ecco come si
determinerebbe il raggio M C. Immagino due ordi- -

" pate infinitamepte vicine BM , Bm,ec C0O,€0 pere

pendicolari ad esse: quindi descritto col centro B

Parco Mr, sia BM=y ,Mr=dx ,mr=dy,"

Mm=ds==(dx>=4dy*), MO=n; per i

triangoli simili Mrm ,CMO, si ‘ha dx:u i:dy:

co(=242)::45: 0= #ds  Differenzian-
dx dx

do quest’ ultima equazione, presa dx costante, si

avia d(MC)=o0 (50) ¢ dﬂ:—-z_lg_‘.l_‘, e

$

4(C0)=Co—CO=—0Q= ‘"4y;l;uddy

udydds
=uddy ds __uddy - udy*ddy _
dx — dx ds*dx

~+udxdd dxd
——T‘-z——z. Dunque 0,Q_=--u dxs;-iz, e BM

(2): Mr(dx):: Bb(y.;u);“_”ffw

ds*
7 L N
dst—yddy’ — dsldx—ydxddy

L L]

; onde

/4

[ 2 2 .
_?,(_é"’ “+dy?*) . . s?
dxidxdy’=ydxddy' che si riduce a ~dxddy



_— 3 FIG
quando ¥ ==o¢o ( poiche allora Js* dx del denomi .
natore diventa o ) ciot quando [ ordinate son pa. '
rallele, come giad abbiamo trovato. E se nei valori
di €O, M C non si fosse presa dx costante , si sa.

ds?
MC=__ A -
rebbe avuto ds*dx—ydxddy+ydyddx

<

Ecco alcuni esemp;.
53- Sia I' equazione alle sezioni coniche y*==

px_—t&% che fatto 2a == si cangia in quella

2
della parabola , e fatto 2a = p diventa quella dell®
iperbola equilatera e del circolo. D fferenziando due
volte, presa dx costante, si ha 2ydy=—=pdx—=
1’.";—‘_” onde .dy'_'-_:L‘m_z;a;"—:x—) y ¢ 2yddy 4=
p2dx?

2dyt o= =t= .5éx—; onde ddy=— o
stitvito il valor di dy e poi di »*.  Dunque
. MC(= _ﬂ_)—ﬂ:'mam:n’

~dxddy/ = p2*dx? dx?
. s .
(43); dunque MC ..-::1__. , ciot i/ raggio oscus
_.Pz
4

Intore in tutte le sezioni comiche ¢ uguale ol cubo della
normale diviso per il quadrato deHa meta del parame-

tro . Onde nel circolo, dove n= 2 , il raggio
osculatore eguaglia la normale, comezé evidente .

54. Poicht n == 2 v (dx*ndy? )= L
‘ V[4a2_y’-—|—pz(a;l:x)2], al vertice ove x =0
epercid y==o,sm n=2L =458,

2
Nell’ ellisse I’ evoluta ha quattro ramj B D, Db, 1a.
bd,dB eguali che fanno tra loro quattro punti di

regresso . . La  distanza CB = Co=n — -f- > ed



FIG.

ED == ed == alla meta del parametro dell asse mi-

" . nore .

13.

4MN?

Nella parabola , poiche MN"-—- TN XPN e

"PN= _1_’-, sara il raggio MC(::"MN’) =
NTXJL{T?,-ed MN:NP::MC:NT = CO =

PQ=12x —2?-; dunque QN:::zx,A,Q_:gx‘-{,
%=3x;-|-AB, onde BQ==3x, il che di ung

costruzione assai semplice per determinare. il centra
C del circolp osculatore.. Prendete B Q=3A4P,
¢ condotta C Q@ perpendicelare ad 42, i punta
di concorso C delle due MC,CQ sara il centro
cercato .

Per trovar I equazione dell’ eveluta, sia B Q

=?,0Q==3, siavrj x =i;-, e _f-:y;:,QN:
CQ::2x: 3= 4%y _4XVPX . e P2 —yo
< c P P 16
e 3 —
= — , ¢ P’=
27 -
kola ordinaritt ¢ una seconda parabola cubica il cui pa-

2 .
27 1’; 2§ ciog I evoluta della para.

yametro ¢.2L dz queljo della data. Ora nell’ evolute,

AB—}-BC._MC dungue BC-—-MC—-% =
— %: ma MN== \/(px-l- P )(54)'—

pz

V( 4x =t 1 ) dunquc facpqdo 7—-p a e per-

" gid ,MN——- .‘.’.v(9‘+x),sx ha BCz=.....

[( + 2 ) —it ]” f‘P!icsfnone d’ un arco
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qualunque della seconda parabola cubiea la cui

cquazione ¢ 2’ =—a3?,

$5. Sia la cicloide ordinaria A M Ba col cir
colo genitore B.0 D del diametro BD=z=2a, con
Vordinata MP ==y ccon lascissa FPB==x:si
avra per la nota analogia mgq (dy): gM (dx)::
0P(y(zax—x*)):PB(x); dunque dy=

a- . . . . .
dx\/_z__:"_’f. , equazion differenziale della cicloi-

de: e se si faccia piuttosto M P =x,PD=y
onde PB==z2awy,vermadx:dy;:y(2ay—

¥ )i2a~—y, ¢ peid dy=dxvia—-:z, altra

equazion differenziale della cicloide. Stando alla pri-
ma € posta dx costante, avremo differenziando ,
—adx? 2 2 2adx?
X (zaxe—2x2) "’ dx* r-dyt =
(dx* +4dy* )}

D :-’J———- — = —
unque M C —dxddy” 2vVz2a(2a,

x)=20D: ora MNC ¢ parallela a O D poiché

la tangente M T & parallela a OB ; dunque 0 D=

MN=NC; quindi 1° nel punto A4 si ha x =24

ed M C==o, onde il raggio osculatore in .4 &

zero; e percid I evoluta passa per 4: 2° questo

;ggio nel punto B ¢ la linea B F doppia di
D.

ddy =

56. Per determinar !'evoluta 4 CE, compito \

il rettangolo £ E, sul late 4B’z DE=BD co-
me diametro si descriva un semicircolo A4 QB , si
conduca 4 Q paralicla a CM e si unisca € ¢ Q3
posto cid, I' angolo NAQ=ND O; dunque OD
=AQ = l'arco OID (o la retta AN) == all'
arco ALQ. Ora 0D=CN; dunque CN=A44Q,
e perd CQ=AN =c all' arco 4 L Q, proprietd
distintiva della cicloide ordinaria; onde I' evoluta
ACE ¢ una semicicloide eguale ad A MB, §i
sarebbe trovato lo stesso cercando  direttamente

FIG,

14,
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'equazione dell’ evoluta come abbiamo spiegato
(53) - .

L'arco 4C—=MC =2 24Q; dunque un arco
qualunque di cicloide ¢ doppie della corda corrispon.
dente del circolo genitore. Cost MB=:08,
AMB = 2BD, ¢ la cicloide intera 4 Ba & qua.. -
drupia del diametro B D.

§7. Sia la spirale logaritmica ADM, il cuj

b T mr
centro & A; si avra cot M A = nr — 4y e

Mr dx "’
differenzianda, supposta d x eostante , st avrd
ddy = o, e il raggio osculatore M C= %é.’ (53) ¢

onde condotte AC,CM normali ad MA e alla
tangente in M, il loro punto d’incontro C sara

‘all’evoluta, perchié Mr(dx): Mm(ds):: AM

(y):MC.

58. L’angolo ACM 2= AMT; onde I'evoluta
ABC & la medesima spirale logaritmica ADM.
Quindi (49) la tangeate MC & eguale alla spirale
A B C, benchd questa faccia un’infinitd di rivolu.
zioni intarno al punto A ; dunque del pari .con.
dotta 4T perpendicolare ad A M, sarh M T = all’
arco A DM; onde la spirale logaritmica e la cicloide
sono evolute di se medssime.

Del Metodo dei Massimi ¢ dei Minimi, e dei punti
di flesso contrario ¢ di regresso .

59. L’ordinata M P d'una curva B M essende
maggioce o minore di quelle che la precedons
("p'm) e la seguono (pm’), si chiama Massima o
Minima, ¢ il metodo che insegna a determinar
queste sorte di quantita dicesi Metodo  dei massimi
¢ dei minimi.. . '

60. Se CM & il raggio del circolo osculatore
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ne! puato M, I'ordinata M P sark maggiore o mi FIG-

nore di ogn *altra ordinata coreispondente a qualche

punto dell’ arco KM D descritto col raggio CM;

onde M P ( prolungata nel caso del mininio ) passa -

per il centro del circolo osculatore'; ¢ perd la tan-

. gente in M ¢ parallela all’asse 4P, ¢ quindi la
dx dy y

suttangente T == ® dunque = =0

Pud anche succedere che Pordicata P M sia un 17.
massimo © un minimo quando la tangente in M ¢

) ydx \ dy
normalc all'asse; allora”—_~ z=0 ¢ per6 —= =
dy dx

y-— ® . Ora y pud riguardar:i come una funzione 6

dell ascissa A P==x ; e peré per sapere in qual
caso ella diventa un massime o wn minimo, si dif.
ferenziera I equazione tra y ed x, e si eguaghcra a

zero o all’ infinito il rotto 2 ; I equazione che ne
I’ q

risultera combmata coo la prima, dard dei valon
diy,x1 quali se non sieno as,urdi, determineran.
0o il massimo o il miaimo .

61. Ma per distinguer I'un dall’ altro osservate:
che il raggio esculatore nel punto del massimo é posi-
$iv0, e nel punto del ininimo ¢ negasivy . Ora I espres-

sione di ‘esso presa dx costante, & ( s S

dx?-) dd’ (50) ;€ pbxche =o, si ha

CM= :}gf—: duoque $¢ » @& un massimo,

9.
d . ’ .-
1Y dee esser negativo , ¢ se & un hibimo, %ii%

" dx2
dee esser positivo. Acctadendo che ii{

Bito o zero, A sara forse un punto di flesso con.

sia infi.

8.
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trario o di regtesso, o la tangeate in M sara pa-
rallela all’ ass¢ : ma non ne seguirk che M P sia un

massim® o un minimo se non quando oltre %‘ig_'
' X

3 & .
= o fosse anche ‘_:_x--y; £z 0; poiche allora se....

d‘y 4 » L . .
So¢ sia negativo, avremo un rassimo come pri-
ma , e se sia positivo, un midimo, € cosi sempre
dovendo in generale essere impari il numero dei
rotti ‘Ly_ 412 ‘,lil

dx’ dx ' dx> ‘
si deduce dal n® 3. Ecco degli esempy. _

62. 1° Dividere una retta a in due patti il cui
rettangolo sia un massimo o un midirho . Chiamata
x upa parte, I'altra @ — X, I’ espression del massi-

mo o del minimo sara ax —x*. Sia .dunque y =2

ec. che divengono zeto: Cio

.. d . N
ax—x, € siavrd -a-{.:-_‘a-a-.-‘ 2x =0, & pecro
x=-"a. Per saper s¢ la soluzione d¥ un masst

2 .

mo o uan minimo , differenzio I equazione d—% =

a—2%, ed ho ‘.if%'.:-_-. —s 2, quantitd negativa,
x* - <
onde'il valore ¥ == — a da un massime Yy =
' 3
2 3 b
g;-. In genevale, se y =x" (a=x) , affinche -
questa quantiti sia un massimo o un inimo biso-
goa che Y ™ () —ux" (a—...
Y '=mo=m(a—x) =nx. Alora x=

am .
€ di un miassimo per er-
men’ questo valore assio .p y, P

ddy __
che Es,_f-ﬂ;—n. B
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1 Trovar due diametri conjugati dcll'ezlisse
the faccian tra loro 1l minimo angolo. Sieno m,u i
diametri, p I’ angolo che fanno tra loro, e si avra
mn sen p==ab, ¢d m®=4n*==a®~-b*, onde

ad - dsenp __
”n? = — T ) dn — & > .
o 3
n(az—r-b’-'—-'-nz)
ieab (a4 b2 = 21?)

; & o ’ cd ” = L} 1 L] .
nz(aa ala b? — n? )Y
a" —fe b2 i ' ' .

\Y ( 2_..):;-:m . 1 denominatore eguagliato a
zero, cioe il fotto =
(60), darebbe $2=at b od ma=o, valori
che non servono. Sicche i diametri conjugati ed
eguali dell’ ellisse forman con la loro intersczienc
2ab
wRa=phé

2 . . :

~ = ——, Percib se a:b == rangu == rangCa
Qab—4=b:a cib < gCaB,
sara  sen p =%

dsenp eguagliato  all’ infinito

il minimo angolo cercato , il cui seao &

a——
—

2tamgu  __ 2tangu
L +4-tangtu secu
vosu=xsen 2% ; onde I angolo p ¢ quello di due
rette condotte dalle estreniitd dell’ass¢ minore a una
de¢l maggiore.

1H° Di tutte le parabole ché posson tagliarsi
nel cono retto D C B, determinat la massima in su.
perficie. Sia D=4 ,CD=b,PB=x, ¢

sara a:bz:x:)!P.—'_:é;, PM iy (ax —x*),

la superficie m A M P m == %V(ax—-x”):y‘;

&= 25en U

que 49 = 4% ) e AEE (A
dunqued—’-‘....;_a.\/(ax x%) e 3a(z x)

V(% = x*)y=m0o=0ax —x? 4 x_(-‘:— —x)=

FIG.

19.

20,
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?_’_:_f—-zxx; onde x¥= _3.4_“ s che ¢ un .massiine
perché dd—dx%: ——g‘;a.. Il denominatore eguagliato
a zero darcbbe due winimi, *riducendo la parabola
ad un punto 6 ad una Iinea retta coi due wvalori
X==o,x==a (60). )

IVe Di tutii 1 triangoli della stessa base 4 B

e dello stesso perimetro, qual ¢ quello della massi-
ma superficie? Sia ¢ il semiperimetro, la base 4 B
—a, il lato AM=x, sara MB=—2ge—a—x.
Dunque chiamando ¥ la superficie, si avra y ==

'V[g.g—a.qg—x.(a4x—gq)]...2ly ==

g+ l(g=~—a)HIl(q=—x )4 I(add-X=—g ),
2dy —dx dx dy

Yy _{I—x a-'_x-'_-q, dx,_-.‘.“. -
_.?'— 1 — I —_— 7 oJe 4 e ) =
2(4-4—.1'—-:1 q_x)_.o,du:.aquc.a mX =
g—x,2q—a—x==x; percio il triangolo cerca.

to & isoscele. _

63. Fin qui abhiamo considerato it massimo o
il mmimo delle fuvziom d’una sola variabile x. Per
trovare io quali casi una fuozione ¥ di due varia.
bili x,9 divenga un massimo o un minimo, suppour-
ghiamo che # abbia gia il valor proprio a render
la funzione ¥ un massimo O un minimo 3 S1 trattera
dunque di rrovare il valor conveéntense di %, ciee
bisognerd differenziar la funzione. ¥ facendo variare
% sola, ed cguaglfare a -zero il cqcfﬁciepte di dx.
Cosl per aver y st differenzierd 1a fonzione Y fa.
cendo variare y sola, ed =ruagliando il coefficiente
di dy a zero. Onde «¢ d¥Y = Pdx--Qdy, si de-
ve aver P—=eo , Q =0, equaz'oni che daranno i
valori di x e di y pronr a render la fuzione ¥ uvn
massimd o un minimn . Per distinguer 1I'uno dall’ al-
tro, posto d¥ = Pdx—+4 Qdy ¢ prese dx,dy" co-
stanti, sard d*¥Y:=dPdx+4dQdy ; onde fatto
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dP = Adx 4 Bdy ,dQ = Bdx 4 Cdy (34),
verra °Y=(Adx+Bdy)dx+(Bdx -+ Cdy)dy:
ma si & visto che dee aversi P==o0 & perd dP ==
Adx<=Bdy=—o; dunque zlx='-'-—§d-'2 ced*yY
’ 2
—=dQdy = (Bdx+Cdy)dy = (_. 37_,_¢) dy?
2 2
ovvero %2—’:0-—% Ora quando si ha una
sola variabile x 0 ¥, € perd y =0 ovvero x==06,
viene d Y= Pdx ,d*Y = d Pdx x= Adx* ovve-
0dY¥Y=2Qdy,d*Y=4Qdy==Cdy?*, ¢ si ¢
detto che ¥ & minimo o massimo se Ap> oeCH> o
ovvero 4 <o el <q(6:); dunque se si abbiano
x , y insicme, sard ¥ un minimo quando A} o,

2
C> o ed inoltre C— %—b o, ovvero 4C}> B?:
£ sara un ;mmimo quando 4 <o, C <o ed ino}-
tre L‘—%. <o ovvero (fatto 4= — A', C==C

2
giacche ora A, C son negativi) - C"-i-%, <ociot

B2 AC(==A4C) ed AC> B* come uel caso
del minimo. Questa teoria facilmente si estende alle
funzioni di tre, quattro ec. variabili .

Si voglia dividere il numero dato & in tre par-
ti il cui prodotto sia un massimo. Chiamando x , y
due di queste parti, la terza sarh g—x—y, ed
avremo xy(a— x —y), la cui differenziale &
(a —2x—y)ydx—4-(a—2y—x)xdy. Egua
ghando a zero separatamente i coefficienti di dx,
dy, si aVIA @ == 2 N Yy ==0 =23 =2y ==, OO-

de y=x=2; e poicht P=(a—2x~—95)y,
dP=—2ydx4(a=—2x—2y)dy A (= —

Qy;-%f);q,o,b‘:a—zxngy:—-_‘;— ,



FIG.
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epoi Q=(a—2y —x)x,dQe==2xdy
(a—2x—2y)dx,C(=—z2x=~— -‘2;:3)40, ‘

sard 4C( =42 2 i divi
ar. (==—)p> &R (:z:-;-),cpcrcxo divi. .

dendo il dato numero in tre parti eguali, il loro
prodotto dar3 un massimo.

Tra tutti 1 triangoli isoperimetri vogliasi quel-
lo che ba maggior superficie, Sieno x,y due de'
suoi lati, 2 ¢ 1l perimetro, 3q—x—y sara I al-
tro lato , e la superficie V[gq.3—~x.9—2.(x—
y —q) ] dovendo essere un massimo , se si chiama
Y,siavia 2l Y —lg=sl(g=—x)4il(g=y ) vk

I(x~y~q). Dunque dY:de( L
Ydy; 1 2 MFy—e
v ~ ]
T-—.TE )+ N x“".‘/"—‘l' - ;]—__7 ) i eguaglian«
do a zero i coefficienti di dy,dx, si ha x—4-»

—g=gryF=g—%; onde x= ::z,‘_l::zg

—x—y, Dunque il triangolo ricercatp € equila.
tero .

64. Serve questo metodo a determinare ancora
i punti di flesso comsrariq e di yegresso 3 poiche la
differenza 4y dell’ ordinata che da A4 scorre in PM,
e da PM o procede avanti o torna indietro , scema
sempre nella concaviti della curva, ¢ sempre cresce
nella sua convessita, come pud vedersi in due tri-
angoli. rettangoli infinitesimi d’ una stessa base dx ,
terminati da una stessa tangente e descritti di qua
e di 1a dall' ordinata nel punto di contatto , Dun-
que nel punto M di flesso contrario o di regresso,
Ja differenza dy diviene un minimo o un massimo,

"ciot fatta gz=dy , si ha (60) d35=ddy = o ov-

vero <o : ma il raggio osculatore” M C, presa dx
costante , divieng infinito se ddy=x0, ¢ diviene
zero se ddy == w [ 50.52); dunque nel punto di



41
‘ﬂc;m coxtraria o di regresso il 1aggio osculators & semm

pre infinito o nullo, e percid (l -+ = dy

44y =AY
= o® OVVero &=o, C &= 0 OVVero
dx2 dxz *

$i differenziery dunque due volte I' equazion del,
la corva, posta dx costante, e il valor finito di
:'d_i_g! si eguaglierd a zero o all’ infinito ; ¢, com.
binando quest’ cquazuone con quclla della curva, si
avranno i valori di x,y convenienti ad uno o pn\ .
punti di-flesso contrario o di regresso. Che seo
¥’ ordinate Eartanp da un punto fisso, si avra .

d x?* 4-dy - yddy

== o0 ovvero o (52).

dx
Eszmr I. Sla la prima parabola cublca “delt!
2

equazione y? ==a? ¥ ; si avia ya=a ' ¥ - , dy=

2oz L
pad x Idx g-ddy l’x 2

—28_ ¥ = 0 ne
T Ta !

punto di fesso cootrario o di regresso; dunque x = o,
onde questo punto & nell’ origine.

Il Sia 1a concoide dell’ equazione y=— b+”
\ —dx(a*b-4- x’ ) -
2
(; —xt); sl avriz:3;=?71’(‘,7::'\a—) ’
w—ddy a x’-i-ga 2% g a* :

dx* = - (a2x® —x%) 1/ (a2 —x2) ==o; onde.
x3 +-3bx*—24b=o0, equazione che risoluta
dara per x il valor convenientg 4l pumq di flesse
contrario o di regressa.

III. Sia la eurva gql_l equazione y ~—a== (x—v

. 2 —dd
8) ;siavia dy=- 3?’ - d,zy

]
5§V (xr—a)*




a2
5

5 che eguagliato a zero, nulla fa cono-

esfr=—a)s . '
scere 3 ma eguagliato all’ infinito di Xx—a=y,
valori corrispondenti al punto di flesso contrario o
di regresso. -

65. E qui pure si osservi che dall avérsi un

ddy
certo valor di x per mezzo di G =0, son se.

gue. che al corrispondente punto della curva si tro-
AN wi un’inflessione se non nel caso che questo valor

di > nen ammlh & y o. che annullandolo sparisca

L d
anche ‘_‘—2 senza che sparisca --’-' ec., come per

i massnmn e mlmmx notammo dl sopra (61) . Del
resto il metodo di confusamaente i flessi: contrarj ed
i regressi; una_regola per distinguergli puo vedersi
nel Corso di Matematzcbo di Sauri,

Dei rotti il cui Numemtorq- e Denominatare
si riducono & 2670 in carti casi.

66 Si trovan talvolta dell’ espressioni algebri

. . p . . « . o
che in forma di rotti che & riducono,a — , come
x"-—-az . o e .
— quando x==a. ' Questi risulati apparents.
mcnte lndctermmu(, son suscettibili di valori deter
.minati; ed ecco. un metodo per trovarli. '

Sia £ -un rotto il cui numeratore ¢ denomma.

" tore sxano funzioni di ¥ che si riducono ambedue
a zero quando x==a. Per trovarne il valore si so-
stitituisca ¥ =+=dx ad x in P ed in ¢ (sn prende
v, 8¢ + guida ad assurdo )} e trascurati i termini
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eve & dx? , dx* ec. come infinitesimi rispeto &

; PA-dP
dx, si avri .QId.Q : quindi fatto x == a—in

" questo rotto , egli si ridurra a %—z, valére della
frazione proposta nella supposleonc di x —a, sc
perd i termini del rotto %% non si annullasscm

ancora faccndo x=a. .

"
~ Es. Si cerca il valore da T._'L qu:mdo x =
a. Qui P-—x — a’, e L=x—a; dunqnc
dP __z2adx
éQ ~ dx
Sia la progremon geontetrica — X: xtixd. ..

=sa4.

23 2
%", la cui somma ¢ % -

”; si cerca il valor

X — 3
di questa somma quandox==1. Si trovcr}f% = .
, _ A
Sna Ia Qumm& V€aad x—=x*) aVa F che

' a— [}ax’ ‘
-diqiene quando x==a. Sostituito @ <= dx ad x,
si avid V(2a%’x—=x*)=aV(a® — 20dx)=

::xcc. ),-—a:/:’xa‘ --a\’f(u’

‘(Q-—‘.z

-|-a"‘dx)=-—q(a-e~‘-'—é;5 ee. ), c-—-le? =

~ 4
‘-\/(a‘-l-aa’d‘x) a—-(a-l-’ad”cc), ‘e
ap —4adx 16a '
du ¢ -— ——accs o2,
cndo,sx tfoverad.Q:',ax_’d”‘ ’

67. Ma se s'ucccda che sostituendo 4 ad x it
: g2 questo fotto anch’ esso divenga &, si passeri

a considerare i termini ove si trova d x2, e cosi di
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aeguito, flaéhd mon si abbia un valore tale che tao -
almeno dei suoi termini sia finito.
Es. Differenziata I equazione ¥ = x? 4= x° =

X w—im o112 dx
A = = si divida per :—,evcrra

I—X
2 » i XX H2 = (e ),
i-l-zx +3x.. +mc =

che si riddce a $§ quando & == 1. Sostitdendo dun

que 1 4=dx ad x, avremo nuovamente Z—P = Si
iha se non si trascuii d%%, come sl era fitto id
principio (66), si troverd g—-‘: = ..o
T )
n(n+z~)”+'d:c (n-l-l)z’%f_

ht—

e . . =

(1 ) . somma della progtessicne £, 2, 3... ¥

68. Cor qdesn priddip) possdn tiovarsi in ogul
vaso particolare i valori indeterminati di o x o ¢,

di ® == o ; poiche ox ®» = o % -s:.-;; ed

, , ., a . b. o . '
® — b = :—;;:-;-:cos‘lscxﬁx, st

ha —--s- E == o — o, onde sostiticado 2 =

d .
J‘x ad x, verra '_T_fix) == dxc - = — (. Pos
sono aache determinarsi i pum mulcipli delle carve
¢ la loro mohxpllcm poicht come I’ esser 2—‘-’ =

significa clie fa tangence & parallela afl’ @sse (60 )y
sost il trovarg—z = § esprime moltlpllcui di tan.
geati in un punte stesso della curva e pcrclb tn
punto multiplo. Infati differenziando I' equizione
8(y — b)) = x(x ~~a&)> =0, s trova



‘ , »
dy . si(xama)de(x—a)2 3
fl.é 22 (y=1) ='3 quando =%

a, y=b : sostituendo dinque s<-dx ad ¥, ¢ b

dy 2adx
> dy ad rato 4dx? = =
4= y ad y , trascurato dx*, vérra Ie 2adg’

ciod 14 dx?-—' t,¢ 3'-5::.1: 1: ma ,.Z esprimé la tan.
gente dell’ angolo che la curva (o la sua tangentc )
forma con I'asse ; dunque st quésta tangente ha pitt
valori, apparterrd a pid rami di curva che passaco
per uno stesse puatd; ¢ nel nostro caso all’ ascissa
x=a cdrrupbnderi un’ ordinata y==4 che incén.
tra la curva ia un punto rhultiplo , ove sod due
tangeanti cguali al raggio 1, ¢ cht fannd percid un
angolo di 45° cen la linea condotta per il punto
multiplo parallelameate all’ asse ec.

69: Questo metodo per valutare § € generale j
quello di Bernoulli che prescrive di differenziar se-
paratamiente quaate Volte vccorfe il nureratore ¢ fl
denominatore dcl rotto, non sempre riescé ! cosl
dato V( 24 -’;aa:—l—x )c‘ sipposto x==14,
dal nostro metodo se ne avrd subito il valore Va
the da quello di Beraotlli non si otterrd  giammiai»

o . . 2o o s

dlcune aleré Applicazioni del Calcolo Differenaiale,

50. Sia x-_‘—.lysarh dx_l(t-g--;-) (11) =
{1d<dx) s=dxle==1les; dunquc c““:&t-l-dx,

x
ed (":rz(x-{-dx) 4 Sla dunque 3— =

quantitd o sari idfinita ¢ si avrh & = (. - )
Sviluppando questa espres: ione ed os:ery andu ch:



4%

“’z_'” W3 eC. ==w, 8i ha F==1 4 X o
3

+"'—+ec ——(l-l-"") ; ondc se si faccia
oc=z\l—: sard e z{ .—(,+ . i)u’

--z\/-l ==( ._‘./...:"_'. » € BB Z TS 4. .
(!+3V~1) ( _L.st/-nl W - .
2 =1 - ) PR =

‘ nl/.-r ‘zl/--uA
(+ =)+ (=277

78, Ma sia y una ﬁmznonc della vanabrlc x5y
se questa divenga ¥ t=udx.e sis ndx=ca quanti

t2 finita, sard » iofinita e perd we=n —1==H 2
ec. Dunque sc in y si sostivisce x+a in luogo

di x, Ia funzione y si cmgrcra (3) in == —3{

o a2ddy a’ddy avd'y |
W i e ] -+ i de‘ == ec., presz
dx costante ¢ posto per :tn il suo wvalove H=
a :
dx

" 72. Per veder la wverith di questa formula irr
un escmpio semplice , suppongasi y==x ¥*—2z x—}-?,
e si cerchi il valor di questa quantita sostituendo

x=41 ad . Avremo c—-:,gz =z2x—2,

iif =z, '-Ji—y; =0 ¢c. ; dunque y si cangla i

XX ==X [ 2 X ==t 1==xx, il che & evie
. dente. . _ ’ .. .
73. Sia y—_-x"’, e si avra % —=mx"! ’

Tz::m(m-—l )& cc. Dﬁbqnc s xdy
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viene ¥ ~ja.,y diventerd (x—a)” =" _,
et mOn )

+max - ec. ; facen-
—_—bx ) x*

do az—— ¢ ,::sb x-l-a..-bm s AVICmMO
m X n__ M xf

(T-l‘d)bz—-ml_# hx-t-b e

mim. g xm 1 -7

S (aa b)) o ovvero —— = (x:{-b)‘

— g m__mx""b m(m—l)x""b2

-m mb m(me—1)b2

* ([—x-{-b 2(x==0b)°

m(m-—l)(rx-—z)b’

. 2.3(x~=b )

un numero finite di teroaini quando m sari m in.

tero .

- CGa ==y

. . [ - L

~— ec.): sctie clrc avrk

Sia —m=un; si avra (,rfl-b)n:: x”( I -

RLAN ICL XD ) : ‘\si-posson “verificar

x<=b ° T2(x—b)2
queste formule riducendo “in serie i rotti s b’

(; -I'-b)’- s €c. Ora queste seric servono a trovar le
sudici ded nomeri proatamente perche . poosono sem.
pre readessi convergentissime .

74. Sia o2 y==/x; se si pone s:tc in lun-

gOt’llxcssenJo;!._l %%%:._ 7—‘-7' ec., st

i a" a’
arab(x*o)—-lx:l;,_— e T At -

2x% 3x3
a* Fxx
.;_x:+ec.8u+a-— pEy . © avremo I(x

tq -_-.z.."__=u,x,.z(bix —Ix*
=a)= betew 0 S edew

A
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+« ec. Dunque l(ij:x)::p

.l
. TC==0L)

%
”+h+ x( 1= 2(b—+‘x) ~+ 3(bt=x)* e )’
serie cdnverscntl che facilitan molwo il calcolo dei
logaritmi .

5. Sia y =5*; avremo ‘.l_z:':bxlb ‘Ar’

‘ b*I*b ec. ; dunque b +a..;,.b”(g+ali+..
a’l’b a? b

2%, - 31
‘: I"s-i-“zl:-l-ec.. .
76. Sia y -un arcq di circolo il cui seno == %
che indicheremo con y==Asenx, si avid x ==seny
dy __ 1 ddy __ seny __ x

A s cosy =~ dx* T ¢osayg . 3
‘. - (=)
3 ) £ 2 » . .
‘;—xg_l—"—'—z——x’ ec. ; dunque I' arco il cyi
(1—x2)*
.gend & x=a, avvero 4 sen (x+a).._. Amtx
a : a*x . 1 x?

1
(1—x*)2  gf l—x’)" 6(1—x> )

77. Queste serie sono attissime a calcolar I'ar.
co che cormponde a un seno dato. Si cerchi nelle
Tavole I'arco pid- vicino; la differenza del suo se.
no x dal data renderd a plccolmlma. e poncbt
V(1—x%)=cos 3, si avra l arco cercato agglun-
geodo = a. “ od , ec a quel-

(‘_xz)z 4(,_.”22.
lo il cui seno & x. Osservate 1% che Ia serie & si
convergente che i due pnmu tgrmini basteranno
sempre quando non vogliasi .I' approssimazione pid

a( b;F-x)

-t ce. ), € perciQ b* =idalbtr




12 -dei minuti quinti in circa: 2% che F'ar¢o avuto
da questa serie sara- espresso in parti del raggio 1 ;
e che._ per ridurle a secondi, a terzi ec. , brsognera
divideric_.per la lunghezza dell’arco di 1", posto
il logantmo dell’ vnita = 10. Il resto & quello del
puwmecro aei secondi dell’ arco cercaio, il che da
subito 1 terzi , i quarti ec. '

78. Esempe. Sia un’ jperbola della potenza 1 ¢
b I’angola fatto dai suoi asintoti ; sara sen blz la
superficie d’un trapezio asintotico compreso tra- I ore

dinate 1, % , € questo spazio rappresenterd il lo.

garitmo tawolarc dell"ascissa '3 quando sia il modu.
lo 0,4842944819 ==.sen b; cerchjamo .dunque I an,
golo 5. Il pib prossimo a o, 4342 ec. delle Ta.
vole ordinarie ¢ di 25%°,44"; il suo seno — x =
0,4341833, il suo coseno == V (1w=x?) =20,9008245,
ed a==0,0001112: 2Cﬂccdando i dué priugi -termi-
it T, farto 8y° 4=y, s
(1—x2)? . 2(1—x)2
o, drseny a5 0
@y ¥ ery iy (100 Fasny)

a . . . —_— a -,
= 'T{@( ) -coszy~aseny )= TEo;?—y('-"m’
51° 2',38‘. - asenes®, 44'J = 2—;0:‘% X 1,6230" 80,
il coirlogaritmo ¢ .6,091477% ; togliendo, quello
dell’argo di 1¥ ciot 4,08§5749, resta +,4059026
per il logartmo del numero dei secondi dell’ arco:
cnpandate ==/25,4636; dunquae I'arco gercato ha
25" 4 0,4040" == 28", 277, 7" ec., onde'[’au-
golo degli. agintoti ¢’ un’ iperbola i cui spazj rap-
presentgao, i logaritmi delie Tavole, o quella ¢he
ha per seno 1) modulo, & di 23°, 44/, 25¢,

o 21 .
27 ec.

G



(14 . )

79. Facciamo attualmente y == Acosrx, e avre-

- dy _ — 1. —1 .- 4ddy __

mo x ==cory , 7= = R TR T

- dy __ s==ax?
3'dx? S

(1—x*) (l--x’)" BE

co:(x+a)_dco:x+

ec. ; Quqque A

a a® x
o= . 1
‘e » (l_xz)‘

— ec. , scrie di cui si fa lo stes-

—a? (' 1+ 2x?)
5 RN .
6(1 — x2) ' <
30 uo che delle precedenti . Se ne troveranao del.
Je simih per arco la cui tangenw sia x'+-a.
d
80. Sqa ora y::.renx , € avremo Ii_i: cos x 2
d 3
‘»{i;%,_ —sen x, : J = —cgs X ecC.; dunque
- 4
a :
sen (x =i a) ..—:;enxiacogx—-—.-:mx:l: —6—co:x+
& .. :
;. sen % —-cc. Parimenie se y==cos x,si avra / /
4 s a2
€os (x == a) ==cos x 7= a sen x-—.z.co:x,-_j:_c. sen X =4~

‘ i - .
2_ cos x-—ec. Queste formulc son di grapdnssnmo
24

vto per mtcrpohr le Tavolc dei seni. Se sia
x==o, t valori di cen(x<fa), cos(x-!-a) diver-
racno a eagion di sen x =— o di-cosx =1, quelll
che gia trovammo. ‘

. t b —3 J: v e
81. Fatto y==tang % onde 553_3_5:

ddy senx APy @ 'y sen* % __
zdx¥ T co:’.x" zdx?"'co:’x - los* %

3 i 2 0y y K
— ec. , sara ang|x == tang %
co’ﬁx-‘o‘2* ’ g( ia) g i

7 !
<
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2 2 4

e /*sen x a atserix .
P o e = e ...
cos*x cos’ x cost X cos? x

za’ & senx =+ a2 tang x

—— o= ec.: ma a g
3 cos“x 3cos? x | cos2 x
e ~~attung x .
8T, == ce. ¢ uma progression geo-
cos® x

o« . . . . 2
metrica il cui primo termine =— =4 +: bang % |
cos x

I'u _— ' = s o=
Itimo == — o, ¢ il quozients =— ——1

cos
2
dunque lx somma = 2-#mgxta o3
— T ¢ pero zan,
q ‘oszx-az ? P g
a4 tang x+a 2a?
(xt+a)=ztane x 4= — —
) < cos? x — a2 -+ 3cost x -
atsenx cc. = Snxcosxta 2a?
3co3 x - cos? x — g2 3cos? x T
atsenx __

——— —F ¢¢. Si troveraono delle formule simih
3cos? x

per cot(x==a).

82. Sia ora y==mlsenx o al logantmo ordi.
nario di sen x se m rappresenta il modulo; si avrd
dy _ mcosx (st ddy __ m Ly
dx — Tenx )'——i——:c_nr.—t”'dﬁ—“
2 1 cos x

— €G3 dunque Isen(xt=a)==lsenx =am
scn x :

“€os X% ma* a’mcosx
— 2 - — €Ce
senx 2 sen*x 3sen? x

- 83. Se y=mlcos x , sara -~

J, — 1 SEN

€Cos X
dd — 118 &Py 2msenx
(;l)' - y—' ) LR —-"‘- - Cc.,.
d x2 €os* x dx? cos¥ x
amseir x
dunque / cos (:c:ba).‘lm'x:]:.....s_r —e
2 ® .
m - -
I U MX e Sia y==mltang x, ¢ 8¢
2 cos?x 3 €os3 x

v dy __ am .“J:Jy —-zmco:i_:f“.
dx senax 28 x4 etz N
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percio ltang(xia):ﬁlung o = 2am_ cc $

senz2 x
Lo-stesso sard per m/cotx.

_ 84. Supposto -ora che y sia 'arc6 il cui Ioga-
titmo del seno = x, ovvero y == Alsnx. <

N dy __ seny: ddy
wid x = Ilsmy,e L TR — aa
seny ¢ percio dx " mcosy dx¥

72 ec.; dunquc Alsm( a)""y'*"

8s. Sxay s A ltang x 5 Vetra j{: = S_:;}:!y .
Ady _ senay d>y __sen2ycoay

e T = 4~ - €C dunqué
dx* 4rn’-’dx’ S 2m 3 9

. ase
Alrang(x£a)=y T2 4 Latzyoidy
2m \ 4 m?
en2yc
—“+ a? sen p i 4Y 4 ec. Queste formule posson
servire a risolvere con molta approssitnazione i pra
blemi soll’ uso delle Tavole dei seni .

86. La seric y-+' y - ec. (71) da ¢ na:

scono queste ed mﬁmtc alrre applicazioni ; $i chia.
ma il Teorenia di Taylr dal dotto Geometra lngc
se che la trovo. Talvolta induce in inganno ‘sc si
adopri senza cautela , come pvd vedersi nei casi
benche scmphdnsslmn diy = (% (74) ¢ di _y"—"

)t‘n * quando x=o nel pnrho, ed n‘,> m el
secondo «

.S

. e
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- s S e - o - N o

ALTRE REGOLE
DEL CALCOLO iINTEGRALE

Merodo per ridarré T integrazione di pm P _[Fermz.mh i

binomie a quella 4 alire dijfer mzmlx conosciute ;

87. chblSl integrat 14 differenziale x Jx(a-f—
&x” ) supponcndp conosciuta , I’ integrale di : s .
:xpdx(e-{-bx ) ved np>p. L

' Osservo che J[xq-i_x(d-!-b i l‘+l] o
Caga)xldx(a—bx™ ) (kg bin--bg
=-l-b)x "t 0x(at-bx™ ) ; duoque fm-i-q ’
xq+'(a+bx'”)k+‘ [
bimk<spmmetgegm1) e

a(g<+ )ﬁchx(a+bk )&
b(mk=~m=t=q -+ ) :

ovVero g==n ~~m3 si dvid /x"dx(a'a-}- bx
.x"i-”‘-m(a*’-bxm)k_*l___ + 1)
b(mkt-n=1) - b(mfa_-]-—.n-'l—n)”'
MM e (a~+ B3 Pei questa stecsh formula
J& A ey = A
A —2m k+t als h—z ;/x)
x (atba7 )" —‘-b(:-}-n*i—mk--m)
b(x+n+mk m) :

fn—zmdx( +bx”& dunqucf dx(a-

ix(a-ifb:& )=

Sia ih'-;-‘q:-.'—..n;

s k
) =
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bx’”)‘: I+n-~m(.+bxm)k+t _

b(mk—tn<1)
a(”-m+l)x"+”—2mx (a+bxm)k+‘

P(mhktnag-1) °  (14n-mk—m)
B2(14n=—m)(14-n-—2m) W3 g a
(14 n~4mk)(1epngomhk—m

b g‘. »

Pud dunque ridursi I’ integrale della differenzial
proposta x” d x(a s bx" )& a quella di K= m
dx(adebs” )k o in generale di " 7' Jx(e
$ b X" )" , essendo i un numero intero positivo ,
per mezzo della seguente formula dedotta dalle pas-

sate, ove posto 8=i-——1, i numeri 1, 2...8 in.
dicano che il termine in cui sono, dec moltiplicarsi

per il precedepte:/.;'"dx(a-}-bxm )&..-.—_(a-l-...

‘;‘m)&-i-x( xtHn—m alt4=n—m)(x)
b(1~tn—4mk) bx"(1efut-mlh-1)}

—a( +n—am)(a2) _a(adn—bm)s)

b"Cidndem(b—2))  ba"(14ndraik-8))
= 2¥0tn—m) (1 +n—zm)...(1 +n—im)
b Antmk) (smen - mik-1)) o . (s +=n—tm(k-8))
_/;c" T Ak (8 bx™ )&. II segno.supgriore ha
luogo quanda i & pari, [inferiore quando & ime
pari .

» Dunque se # —ime=p, ciot se =L =i

* . o » . m
numero intero e positivo , si potrd ridur I'integrale

di «"dx(a4=bx™ )l.aﬁ’ds (c-(-hc“ )‘ per
mezz0 della formula precedente .

~
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Bsexp. Sia ﬁc"dx( 1 —x2 )t da ridursi a

f dx (1 —x? )t che dlpcndc dalla quadratura del
circolo , come vedremo. Si avid m=2 ,72= 10,

f=°)‘=';,‘o a =1 ’b=—t’n:P—5-—'ol

8 == 4; dunque la ridezione & possibile ¢ blsogna
prender la formula fino al termine ove & I indice
(4), ciot cinque termini-di essa ed altrettanti fattori
nel numeratore ¢ denominator dell’ ulktimo termine

tra le parentesi : percib si avra f;c“’ dx(1— x? )t. :

—_x(1=a)? 9-’47(’—--":) —

- is Tiz.00 Tt
g.7x*(i-x?)} _ 9.7-sx’(l-x’)*__ 9.7.8.3 %(1 =2 )!
12.10.8 - 12.40.8. 6 12.10.8.6. 4

97531 293
+ 12.10.8.0.4 xoSoqfdx(‘_x )

Y — o
88. Che se -._m_.. fosse un numero intero ma

negativo , ¢iot se¢ p > n, in luogo di ndurrc_/;c

dx(a-l—bx )a/xpdx(a-l-bxm) s Si ndur,
rebbe questa alla prima, e determinata (a—-..
1 71— 8 .

m k=1 — ____
bx") (mll_j cc. )__.X, Ceers
—l—a‘(’v+n—m)(ec)

b’(l-}-n-l-mk)(cc)
_/de(a-]-lm ) ...X-l-alﬁc"dx(a-l-bx )3
dunquc/;c Jx(a-l-bx ) =-—-- -t Afxp

dx(a+bx" ) '
Esexr. snaﬁe 41x(:+x=) = ! 4y ridur.

A4 (87), si avrebbe
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si aﬁx(t+x’) ; si avrebbe n-—--—~4,m--;,

p=oed __:_2 =_—2; nduc-ndo dunque la se-

conda alla prima, $i avrd n==o,a=st,b=—1, -

) n - .
we=2,k=—1, -j——-‘,-——”-ll:z::x 0=

1; ondefdx(l-l—x )".'-.=- x"+ s 4
ﬁ dx(l-l-x > dunqucf "dx(:-[-
£ )=yt — ——+fdx(‘+x )t Qr

dx
2 \el —_— Y _ ’
dx(l-l-x ) P == all arco 2 d un
cxrcolo :l cui raggio ¢ 1 c la tangente e x; - poicha

dz d(tangz)
;_._;‘:_37 se si fa tangz:.x-‘ I generalc il metodo

serve a ridurre dx(l-i—x )'- /:lx( t
+x’)" o a un arco di arcolo

_ % Sid proposto ora di ndur/;cn dxla+...

' z,x'")P ﬁ A (a b 5™ ). Poich df ¥ net

(a+bxm)P]==(n+l)x dx(a+be” )P

Fmpxm+ndx(a-[~6x'”)P" , Sard [x- d.g(a--l--

Px )p AP ap b bmp ne-n
o omhy L ndery)

dx(a-i-bx )P L. Per la stessa raglone/"'+n

B e MAP T XA (g b x™) "‘__ .
dx(asbs b e - unmtaltl
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f.”:f!::‘_)ﬁ""'*"”dx( abx™yP* dunque |

M=t

ﬁndx(a"'bxmjp.:x”’(“""bxmy —_n
' L
bpmsnr (apburyr "

G 1) (noF 1)
Bm*.p(p—1 )ﬁc"“z"'dx(q+bx")"",-
(n1) (nfiofm)

generale, posto 8==i—z2, si avid [x"dx (a4

. X
bx™P= (a4 bx") x(xﬂ bmp (1)
— bm(p—1)xm(a) -
(1n—=2m ) (a~t~b x™) Tt T
bm(p—08)x"(b41) -): .
(14n—4m(041))(a4bx")7 . :

: s
e @ o o ® o o @

, € in

b p(p—1)...(p—(84 1)) f‘x»m,

G En)atn—4-m),,. (l-[-n-l—m(ﬁ-f—t)) )
dx(a=bx™)P-i. Il segno superiore ¢ per il nu.
mero intero i impari , e I'inferiore per i pari. Ora

se p—iz==q, 0 sc p=——g=i & onumero intero,

Pintegrale di 2" dx(at-bx™)P si- ridored. 3...
ﬁ”-l-'mdx(a-l-bxm)’, la qualé‘ potendo ri-

+ dursi aﬁr‘l"‘("-l"&x.m)q‘quando n-i-i;:t—_r
r

. 7 . ..
cioé - ¢ un sumero- intero positivo, anche Ia

formula. proposta. vi si potra ridurre. -

Es. Sia da ridursi j;;‘da;(ft —_ )i fa‘/:bc( t
;-xz)i;' siavRla==1r, b= 1, nx=4, m=2,
=%, q;:i,r.-:._o, pP—g=iz==g, =0 e §

ST H

141 (14 s=-m )} a=4=bx")'




8
~4-1==1, ciot bnsogna prender la formula fino al
termine ove ¢ I' indice (1), ¢ percio dye termini di essa
ed altrettanti fattor1 nel numeratore ¢ denominatore
dell' ultimo termine tra le parentesi ; dunque

ittt e
" §.3 3 N gs . §.7 s g
+‘$-7 x(l—x ) 5.majxlx(|_x)

s (L)t vc'(n—e')%

-—c—..—._:-—-——

Y- % 10. 8 §
10 8.’6""(l x)~1036 x(x x)

:Z : 5;4ﬁ"‘(‘ """z)§ duaque x"lx(x_.,.z)i
O R et (1 —x2)E
s 10 0.8

mx.(l xx)

-L-‘—-3~!dx(l-xx) ‘o C,

10,8.6.4 -
90, Se sia 4 > p, si operera come sopra (88).
e si dedurrd in generale che il metodo serve a ri-

dumj kdx(x -+ x2) "y fdx(x-i-x‘)
o a un arco di cireolo. :

b Dell Inregrazione dei iRotr'i du}‘er&n’ziali razionali ,

9t. Suppongm che. -df- sia uo rotto raziona.

le, e che il maggiore esponente di ¥ in P sia mi-
nore almeno d’ un’ unitd che'm Q. Non essendo,
si dividerd H numeratore per il denominatore fincke
abbia luego quest’ uitima condizicne. Sia per csems

) ?
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. x*dx xdx axdx
pio - b”" avr} dividendo, 5 —blarb)

la cui scconda parte & quale I abbiamo supposta per
PdX  Ora si cerchivo i fawtori di Q, ¢ se questi

son tutti del primo grado , reali, ed nneguah il
rotto proposto sara di questa * forma
ax=-1-bxm-3fuec. . . ... +©
(x—=f)(x—g)(x—~k)ecc. )
che il numero de’ fattori x — f, X =g ec. sia m.
Per integrare in questo caso, si decomporra il rotto
Adx Bdx
cosi : ~—f -+ o 4+ ec. la cui integrale ¢
Al(x—f)+Bl(x—g) <4 ec. - C, e si deter-
mineranpo al solito i cocfficienti di 4, B ec.

x dx, supponendo

Es. Si dimanda I integrale di (—r———;;i—; lo

Ad Bdx cd X __ dx
decompongo in +a—x+ = @)’
¢ opcrando al sohto , trovo

As* 4~ Bax+4+ Bxx )
—x+ Ca— 4 =o0; dunque
- C )

4=;;,B=’?,C=-—;

x dx

) dx - dx o
;5;"" za*(u—x) T2t (a4 x)° la cul n.m:-
bk lNa—x) Het+x) I
Snlcé‘;._ v = +¢: ..
5 xc x
‘31‘((‘2 " Si troverd pure Py
1 5(adx) .

za & —x

92. I faveori del demomieator Q si son sepporti
reali ed incguali : se alcuni fossero egusli, ed
(x-——a )™ esprimessc un numero ms di questi fattori,
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Adx Bdz

fl rotto s\ decomporrebbe in = St et

" A'xm-144- B'xm-2gc.
(x —a)” ye

i coefficienti come sopra, s integretebbe

A'xm-1 Bixm-3 e
Py x+(_§:3"-,dx+- ¢c. o in generale
at dx(x—=a)-", facendo x~=o=x=zs - 'a
' coa s (X3 A x3 4 2)dx | Ade
E;. Sia da }_t{thegramx(xﬁ_l),_(x*‘)z = =
(Bx == CQ)dx LD.\F E)fx,onde A==z,
(x=12)* (x41) ; L,
B=—2,C=%,D=—}, Exx=(; & pero

(¥ 4=¥24=2)dx __ 2dx . (9—3x)dXx

Sanl FM , ¢ determinati

A(r=1Pxe1)? T x G
(sx~by)dx o : (v —§x)dx
a(x-1yz ° Per integtare il rofto.—-——-——“x_l)z R
faccio x == 1 == z, il che.lo cangia in (-—_.*’“43;)4 3

d ’l 4 x‘ v 12'
ad_z__ 3—-5“, la-cui integrale & =& — ~ 12 g
22 43 1 o

PR

o l C o . 3 ’ t
x—-'i e 32 —1) , ¢ trattando cosi I'altro rotto,
trovo per integrale totale, 2/2 wa = ja

x =1
I T - .
i #Hlre =gz )0
93. Sc vi fosséro in Q dei fartorl immaginarj,
ésprimendosi un di essi con x A2 bV — 1,
ve ne sarebbe un altro della forma x 4<a b1/ =1,
Dunque il loro piodotto x* =4« 24 % <+ b2 +-a?
sarcbbe un fattore reale di Q. Percid si determines
rebbe il fattor reale del secondo grado x*—4=2a¥
a2 4n b2, 6 per brevith a2 4umx 4oni, € poi si
(Ax+4 B)dx

x"+mx-l~n_

”.'Rbe“bbe she fosse uno dei rot.

!
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¥ parziali di ,-.{’é’_*, ¢ si avicbbe 4 ¢ B come so-

. ) 2
pra. Quindi facendo ¥4 = ==z ed 7 '_’:_ =
B, il rotto diveaterebbe (.4-::;.’*_:*_%' PLEFESN

A'2dz  B'dz - A2dy a
zzalﬂb'b’-'hzz-f—b",‘ raﬁz_‘_b,b.-_ 2
Bdy
by
Haa+40) () eﬂz+b,b.= z-f

— —}-9— % Arco di cir celo la cai _tangense ¢ 3 (88)

= —'?.— X Arco 'teng —-,- + Cs perclo si aVrebbe

P integrale ccrt:ata R
Es. Sia (2 _Z"")Jz = A{!z
@ +z)(1+zz) 12
; si troverd A== 3, B=Cx= o},
3dz . 2d3z
2(12) 2(1-4—7)
dz 1 el i s 3 A
e ————_= il cui integrale @ — ¢ l"i"z) -

Y

e 3

(Bz+C)d
433
il che muta.il rotto nel seguente -

2( s4=3 3 )
I(r 43 )-h—-}:xd;‘cntangzq—(f; »
Sia.”an‘che = '*z‘d?‘ = - che 8
. ( +x) (|+.x-‘l-:3cx)
riduce a Ax (X ) dx L *dx

, (1 -+ x)? + 3 -1-x-+- kx°
Per integrare quest’ ultima quantiti , . faccio x=3
1 z2dz idz
e=. —, ¢ diviene ” S la cui_jntes
4 Ry

.*.
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grale, fatto B/==1 , ¥ = !{3" sard 4 /(2% -

%)'... 7';. Arc tang '3/-% . Sostituendo dunque il

valore di 2, si trova per I intera integrale /x-—
2i(14-x)4 —:—l(t-i-x-l-x")-i- R

( » L=
1 2x-—41 .
— Arctang =" _"_

3 J V3

% -+ C.
94. Iofine sc Q abbia uno o pid fattori di que.
sta forma (x®—-ax-b)", si supporrd che il
- sotto parziale provenuto da questo fattore sia . . .
A X2™"% ejm B x3™~2 j-ec. -+ R) .
dx (P Faxgb) ) e si deter-
mineranno i cocfficienti A4, B ec. come sopra.

Quindi facendo ¥=3 — ;} e sostituendo , il rot.
’ lz26~l +Blz2002 +ec.+Rl

to diverrA =+ 3.1{, R ‘ d % che

v ., Alrmr '

pué decomporsi cost, G bF) dad coeiens
B’ 2272

Wi)_' dz =~ ec.: ma i termini ove il nume-
ratore ha una potenza impari sono. integrabili in
parte algebricamente ¢ in parte per logaritmi (38);
.e quelli ove 2 nel numeratore ha una potenza pari

M 2&1 . _
essendo della forma (;3—3_‘7;%; posson ridursi (88}

dz . . . .
a Py ey g cied posson integrarsi in parte algebri.

camente ¢ in parte per archi di circolo ; dunque
eon questo mezzo si avra I’ iotegrale del dato
sotto . -

9#- Per rischiarare questi varj metodi, ecco un
esempio che tutti gli comprende . :
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o dx '
Sia il rotto ¢ TR ) xx( ) (= _'_')1

Adx (Bx+4+C)dx (Dx--E)dx

= 4= A x* + T
(Fx*+Gx* 4+ Hx-+1)dx .
(Bt . Riducendo allo
stesso denominatore, si trovera 4 == Tl; s B o=
] 1 1
;—,C:-:—,D:-}-,E:—?,F;‘:,G_—.

_..:.,11:.3.,,1.:_3 e il rotto proposto

dx * (x—x)fx  (xe=—1)dx
= (2(x+x) 2 x2 +.5 (x -+-z) +

(=x —-x’-l—;x—s)dx
pr f Grm =

- Xx)d '
1‘l+x)-‘...~f(' x)”—-. "l"'...s-—-

zxz " z x ’xoo-
dx

'xdx—-dx___l_‘_ axd x 1 V2 '
fé(xz-i:z_)— 12 fx‘+z—'6¢:fx*+1

= ! 24 - .;’."_, '
._Tz-[(x 4= 2) o T Arc tang et

s(x*-i-x) 5) .-

4 dx —— L—‘ . P )

f T = ™ gy O integrare ...,
-—-x’dx ____3dx

a(x2 4 )" e

re —_‘—:-,_—, alla prima, e si avia (90)
x
I x2.
dx(14-x") = — _%___2 4= 4 HArctang x: ma

=%—I(x‘+x)+

A bisogna proporsi di ridar.

dx __
s==x2 T
-+ zfx’dx( 1-x2)2,; ~dunquefx"




. ‘4 '
riducendo la prima alla seconda (87), [ x*dx(i--

x?')"'::—x(°l+x")"+fdx(l+xi)~2 H

dunque (4% (1H5) 2= 2 (b n Y 32

dx(1 -|-xz)"'= ‘—3:2-2 - % Arc tang x. Rivnen.

do dunque tutte queste integrali, sara . . . . .

dx &
L] 2 1 2, T2
;l(x -+=2) s I(x*4=1)4 S } ~

2x

(x-"—l) — Arct —_— 1 x
e D) % Arc tang x YV Arc tang e

-+ C.

96. Dunque ogni differenziale frazionaria e ra-
gionale ¢ integrabile o algebricamente o per loga-
ritmi o per archi di circolo . La sola difficolta con-
siste nel trovare i fattori del denominator Q: ma
questo & piuttosto un difetto dell’ Algebra ordinaria
che del metodo d’integrazione. Se dunque un rot.
to differenziale potra rendersi razionale, saremo si.
curi di trovarne I’integrale. Ecco alcuni casi in cui
questa riduzione € possibile. - '

97. Sia primieramente una quantitd con soli ra.

( \’/x-l—xv::-l-xx)dx: ri-

dicali monomj , come
- X4V x
dotti 1 radicali allo stesso grado verrh . . . .
22 12 .
dx(Vx*4xVx%4-x?)
RN . LN 12
) x-L. V x: ) . ..
de x =232, dx==122""dz, la differenziale diver
ra razionale e pera integrabile.

32
y ¢ fatto vx=—2z, on
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Sia ora X una funzione razionale di x; per -
trovare Iintegrale di dy=XdxV(a=-bx...

ex? e , cerco i due fattori di a-j-bx4-cx? e

se somn reali si trovera & per la nota formula, e
quindi dx, dopo di che si potra integrare.
Sia per esempio dy ==dxV/ (=t a>*Fx?); si
a2 ':,= =(”+d)(ia$.x)=
fara st = x Q eI

Xd=a __ . a Ta+az?
; _5.._ s onde x—____’z____l__,(lx—_
+4aads T a 2 3az
e o — .
GiED yeV(tatEs )_.;r_.‘., dunque

2,2
dy= ?;2%? . L’ integrazione della formula

col segno -+ si ha riducendo f dz(2t~41)"*a
ﬁ‘lz(;"-l—l )" (90), il ehe la cangia in
ﬁ’dz(z‘-i—x )=*, onde poi riducendo questa
aﬁ’dz( 22 == 1)"? (87), si trova Sa’[z’ dz

| 2y-p — 208°27 _ a*z 2
(1-+23%) = Gomatph ;"_,T;i""“ Xarc tang 3
-+ C, ovvero sostituito il valor di z, f dxy(a?

2 __ 2
-+ C. ' .
L’ integrazione della formula col segno — si

2,2
ha col solito metodo (92), che da f . 84%2%dz

(F=1)?

a2 ;241 , a*z a’z
== i3 * oxE Ty oo

o« e . . '3
vero sestituito il valor di 2 e osservando.che .z_"_E..'.

I
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— 2+ x+ V(x*—a®) dxy (%2

at— 2 2 % : 22
,z)=ﬂ/L'iz:_‘_“_)_?_z£:tl_ii:“__)+c
Sia ancora dy _V(al 5 4 fatto come -prie

ma T2 =22, sard dy==% 2dz , ed y==!/ CGz+1)
X —a 32 - 3 w1
(9')—1— [x-l-\/(“"-ﬂ’)]

98. Sc i fattori di g - bx-l-cx" sono im-
maginarj , bisogna farne svanire il setondo termine

supponcndo x 4+ —[’-*z, ¢ aliora Xdx ¢ [a--

bx -+- cx ) ! divicne della forma le\/[z’

v b’]— . Sia dunque 22 o= 5% =L, onde fatto
nella nota formula a= 1, A=u,.sard 2= ....
2 ,

0 —b cdz:- (6’6 —+uu), dopo di che

2Uu
31 potra mtfgrare

Lou s¢ sia dy == dxy( x4 a*), avremo

u® — o> u

X = — , u=x -\ (x* 4- "),dx=i——,_—

uz+az

, onde dy

(u2+“2) v(xz_'_az’)’:

u
du(u +a%)? ___udu___',_ a’du+a‘du dun.

au3 4 2u 4u3 ;

2 at “ ___n*
qucy-—C-l— +—-1u—--7..... c+ "~ ua

2 G 4 1'
—l—i-lu:mau “ _(u )( a* )= -
2 gu? 4l

V(x4 a?); dunque-y = C— 3 ,\/(x’-{-a")—!—

1LV (% +a? ) x].

-
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Mesodi di integrar per Serie.

99. Quando una differenziale non € suscettibile
d’ una integrazione esatta, si ricorre alle approssi.
mazioni, € le serie sono allora uno degh ultimi
compensi . Iofatti r.ducendo in serie una funzione
X della variabile x, si avrd una serie di termini
monomj , le cui integrali riunite daranno un valore

approssimato difxdx. Per esempio, si sa che

dx ' dx
a_’_xel(a*x) ¢ che ——

dx __ xdx "_'_'xzdx —cc.; dunquefdx
3 : Q =t

a a? a
F

I’ integrale di

a—
— e @

x% | x
) 2 at 3a?
Ma se si fa x==o0, sary la costante C=/a; dun.
que l(adrx)=lag % — 2 4 ¥ e
v a 2 a2 3a? Y
%2

i ) x
¢ per conseguenza /(@e—=X )=l e— = - — o —
per 8 : ? a 2a?

vero I(a4x)= X —
a

x3? . ox 2
~—_ ~—ec. Supponghiamo = =
3a3 ppong a a—3

, ed avremo

-, .

l(a—x)=z2la—I(a+2)=la s

—5 —c¢c. ; dunque. /(aep2 )=la+4 ... .
2 22
a=f=s -+ 2ta+3)2’
gente quanto sird 2 minor di @. Per esempio [n=
I(so41)= Ixo-i-T'; =t —2—:—1—1--!-60- = 2,397 €¢C-

h - "

" 1exx
ridotta in serie di dy =dx —x*dx +

- ec.-, serie tanto pilt conver-

Se si hady = , allora y== Arcotang x:

ma
[g=X X
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X4 A% e X84 X 4= eC.; 1dunque ¥ ovvero Arcesaug %

T x! x
mxe— gl e
R

- Sia y un arco, % il suo seno, ovvero y==
Arco semo x ciot sen y =%, si aviA dy== .. ..
-y
e E (1 —xa yi=dx(iae Lt
V(t—xx) , 2
| e 1:3 xe -t 1-3-5 x4 cc.). Dunque y ovvero
2.4 2.4.6 ‘
4 1.2 - 1.3.%* 1.3.5.%7
¥CO SeH0 X ==X = T
) S 2.3 . 24 -+ z.4.§.7
cc., integrale a cui fion vi & costante da aggiunge.
re. Sia X == 1, ¢ la circonferenza ==rx, sasa y ==
r 1.1 1.3.1 1.3.5.1

a= ¥ s Tagep Hee Sex=
l i ) T 1.1 1.3.1
3 I' arco diventa =3 * 2.3 27 -+ 2.4.5.2°

1.3.5.1 : '
+ 2.4.6.7.27 ~t-ec. oo

100. Bastino questi esempj: ma il seguente Me-
todo di integrar per parti da delle serie pid conver-
geoti. . . '
La formula d(x2)==xdz=-2dx, d2 xz =2

/;cd % = /;.'dx;' dunque generalmerte ﬁdx:xz
/ . .

w— fxdz, ¢ pesta 2 = X funzione qualunque di

X 4 §i'avrd dz==dx cfan:Xx-— xdX.

Sia :IX-...-;;X'dx; dunqueﬁl X::fX’xdx ¢

fétto xd&:_.- dz onde’f; == 2, sark X‘dz::l"z
X'xx

~ f[2dX'= v o v 2:—-": Sia dX'==X"dx
v ] - .
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dunque

, ¢ fatto x*dx

: fx’JX' fx"x’lx
et 2

XVde
, 1/4
e=dz onde. T o, sar'af =Xz

3 2 2
f3 ax¥ x? 5 ?
= — X¥ o [ —= 4 X7, ec. Sostituendo
2)3 ‘o3
questi valori nella prima espressione , si trov::/:YJx
x’- x4 [3)
e Xx— - X 2 g x- :
+ 2 3 =i 3.4 a.3. 2 ]g
X" — ec., ovvero supposta J & costante onde T
. ddX dx dd X . :
=X, - = JX' =X'=7 ec., si avid
: x3ddX x*dddX
' ﬁd: X”'_'z d:c 2.3.dx2 T 2.3.3.4dx?
s eC

-

Es. Sia I-—-——'——'n avr&dk ==
QA 4=t X x

-1
(a+ x)2°?
ddX 2 dddX‘__.. - 2.3
dx2 (a+x)’.’ dx? — (a-t=x)*
dx . x L X x
ﬂ-}*x‘" a*x’:*,. z(a_|_x)3+ ‘(a-l—.x\s +
€C.icivsiap= C; ovveto l(a=f= %) 2= la 4 ~———=
) x2 _x?
z(a-'-x)2+ (a+x)3
g1 trovaro .

101. Sia ora Jy-*-m(u-}-.*)d"dx la cui
mtcgrale ey i=(a4x)"; siavrd X = m(a -+
. ddX
w8 = () (Yo, 58
m(m—t) (Masz2) (a-tsx)m3, ec Dunq:e 7
oVverd \-'-} "\lb:s C*m.&é(&d‘x\ 1A om

» ec. Dunque

+x
<4 €c, come si &

e




7° :

m—-———-—-—-——(m2 t).7&72-((z-|-.3¢')m-:.].-m(mm:);m ’(a
+x)m-3—ec., ¢ fatto x==o, verra C=am, ed
(a-l-x)m-—a'"-i-mx(a-l-x)"'- ”L(ﬂ——— x%(a -

x)m-3 o= ec. Facendo a-=x =3z, avremo 37 =

(z-'-x)M-l-vmxz."'-'—-"—l-(—m—;-L) 22m-3 = ec.,

mx m(’m-—-r)xz
onde (3 sy = 2o (1— 5F o BT —
, - 2
cc.)....(z-!—x)"’:z‘"(l—}- —zf-l- "J"(in;;l)x
(z4=x)m mx m(m—1)x
=+ eC. )es.. g —3 & . +’————2’2————

(ztx"-m — - 3™

+cC.ooooe ————— = Gior =

2-m
m(mt 1) x2 :
——————— —cc. ; dunque se 3 -+ ¥ =5, avremo

3.32 o
- — omx - m(m-{-_l)xz
(b—x) _b"'(!m-————; 2(b_x—-)§_ —ec.) e
— x m(m-1)
(b4 x)r= I’“('+b+x 2(b-r‘-x)2+ec')"

102. Per trovare il valor di y = a* differenzio,
ed ho dy—na*dxla (_32.). Dunque X=—=a*/a,

T dX _ . .
= Pa, i ==a*[%a-ec., il che dd y=04"
2 33 .
=C:+¢“xla-—xx Gax 4= X Iaa"- ec. Sia x

A . 3.3
=0, si avra C=1, ed 0* =1 -+ x/a. 8" —

xxl’— a - . \
- 4% -|- ec.; dividendo per o*, verra 1==a"*

+xla-—-

x2[%q .
—;——- €C.; € per conseguenza , Supposta X posi-

2 - ec. Dunque a-*==1— xla

tiva, le sue potenze impari debbono cangrar segno,
il che rende la serie tutta posmva cice ax==1 +



-

rd
‘x22q x3%a .
xla—+ — =+ ; ~- ec. come si sa d’altronde.

103. Sia y wn areo qualunque e x la sua tane

geate; aviermo 4y == (88); ma siccome de.

I—Xxx
. N dX N .
terminando X , 73 ¢ la serie & troppo complicata,

ongo —— ==u onde — _2xdx du ; dunque
p g I_l_xz"' (I 2)2-_ 5 q
dx
Tat & udn..ux—-fxdu:: ;—:‘_—? -+

3 xdx ‘Pon 0 ————— = u onde
_/(.H-xZ)z' 8 Gax2y =
axdx

_-—*-—x-f)_" ==du, e fatto 2x¥dx = dz onde =
1

3
=z, sarifz_:_:fz— udz:uz—ﬁdu::

zx’ -+ 3.4x4%dx Pon
3G+2) T 3(iaxt)y T80 (n-l-xi)’
-_—f X

=—u onde i(l~+xx)4,=du,c£atto 2.4x%x=ad z

4 24x%dx -
ondezﬁf_ =3z, sarhf 4 = [udz=uz

(14-%%)3
e.4xf 2.4.6v%dx
=S = Ets T
X
ec. Dunque drco sang x = y = TEe +
2 x? C2.4.%% 2.4-6 x7

sU+xx? T 35Cox) T 3s7(igax) T

seny

ec. Dunque in generale poicht x =tz y = zory"

sostnucndo ¢ riducendo, si ha y=cosy (seny ==
-3— send y 4= —-sen y-l- .

:mz y+cc.)=

.6
sen’ y

‘fnzl/(l_‘_'__‘m y_'__ s‘eﬂ‘y_'_ 7
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~-ec.). Se y = 45°, sara la circonferenza 1 —=
) 4 1.2 1.3.
— ¢
4(n+,'3+h”+” . 7+ c.).

Dell’ Integrazions delle Differenziali Logaritmiche
ed Esponenziali .

104. Per mtegrar la differenziale logaritmica
Xdxix, suppancado X una funzione di x, sia '

. y...lx,cdz:de siavra [ Xdxlx—...
ﬁd:—yz—ﬁly—lede /‘z;lx :
dunque I integrale della quantita proposta si riduce
a quella di Xdx e di '_I’fodx §i potrd dun.

que trovarla colle regole precedenti se f Xdx non

contiene alcuna transcendeate , come logaritmi, ar.
chi di circolo ec.

EseMPy. Sia X =x"; si avrﬁfde-—z

artx 2dx xa+
= — ,of:-;— CagnE’ dunquef”dx.
5= X (1

) y integrale che non
N1 .

¢ soggetta ad eccezione fuorche nel caso di » =
dx

‘we 1 : ma allora si ha -—-lx-- Ixdl x ==
-l‘x (31) .
Sia ancora X=(.—-—-5-i;'si avrifl’dx:...

T — 2dx
r:?“-"f "f\t-ﬁ—”‘"”"’”‘)




3
dxix __ 1 7

x .
o a,r),._...l__j"—-l:cw{-l(l.-.-sn
)__._!__-l—l(l-s) )
105. Pcr integrare 4 X l’x si fati comg prima
(w4)ﬁXI'x:;:Xl" C - f dxf""x;quln.
*—=dX ,si ba f,zx'r-'x'

=X Pt —(y—1 )fﬁgfl"-ix, ¢ fatto...

(91). Dunque

di ponendo X4

‘_I__;d_’f =dX?, verrx [dX 1" x == X [**2 x o
(n—1) ’_J_f__;dx 13 x ec. Dunqu.e/:'i'Xl"x:

XPxemn X Pt xdon(n=1) X' P2 x—a(n— .

1)(n—2)X" /"3 x o4 ec., espressione che di-
pende solo dall’iotegrazione di quantit} algebriche
‘e che 3vri un numera ﬁmto di tcrmuu se u sar}
interq e_pasitivo .

Sia per esempio d X = x"dx, sarA A =—=....

xq-i-l

it fde e re— Xdx __ g
m==1 " x (m-l-x)’- ’f
x™+

—e "'—_-___»_._ x® .
= l),,x = 5 ec. Dunquef d x %
Xt N s n(n—1)

=~ Tma1 -r-x(lx' m—_'-i-‘;r x+( -{-1)21" %

— nén';-ll)—(‘%’z) 3% 4 ec.). 1l sole caso cho

#fugge alla regola generale ¢ quello in cui m==-—1(

e allora si ha dx

x _ : A
106.- Questa forniula si “applica. egumalmente ad

u negativa; ma avendosi allora per integrale uny
serie mﬁmta, ¢cco un altro mezao d’ mfcgtare Sia

e Aae vt = b o e A ombn = o
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la quantitd ‘I‘d),, che riduco alla forma Xx. x(lx =3

fatto Ix:: u, saril"x: "eixf_du onde...
. . :.‘ ’. —n+‘ -’ : |
f_,d_x_,'-:‘/:[f‘du=" N !
,x’ .‘ . —ne==1 ’(n--l)l"—x
=32,¢ posto Xx=y, si avriflx ____“__.‘
x"x
de —-ﬁdz:yz-—ﬁdy— —Xx
. : =)
1 d(Xx)

-+ . Se ora sia J(-Xx)=1'dx,

n=1J = -1
1",

-d(uY'x)==X"dx ﬂ(l“’ae)=X”'dx eC.’y avre«

mo ponendo ne—t=m, .‘fiﬁ.ﬁ.’%l %d;f

‘formula snmlle alla pnma e che si integra percio nel
Xdx - X x

modo stesso : dunquef(l ) (n—- ‘)[, -

X'x ~ XV

~> T gt

(n-—-.)(n—-z)f' e (n—-n)(n—z)(n—-g)l" bx

- E0. ﬁno a un termme “della. forma . . .

R i KA o
(n--n)(n—z)(n-—,) 2.1/ Ix ? Iacui
integrazione, se & possnbllc, data quclla della for-
mula proposta.

: Sia per esempio X == %"; avremo d( X x) 2=
Xidz==d{a™*)s=(mo4 r)xﬂ*dx, onde X'=<




f - T
(m4-1)xm , X0 (m4-1)2 3%, X == (mef1)7"

(n=1)lax n—:
(e 1)? 4 (m1) .

s o (—1_1:2)(11—;) X + (n-z)(n-;)(¢—4) ! X == €C. )
(,.S.":)?;.: ,,);"; x’;j : , onde la proposta inte.

grale si riduce a quella di i';é * O fatto "+

x"dx du . . . .
=u,sad =" = " differenziale che si inte-
Ix lu
gra sol per le seric, come vedremo, fuorcht nel
dx 1

caso di M=o ; poicht allora f < - = _"__x
xlnx 1=

ec. 3 dunque /: -’fl-ﬂ-'-gff=

Il-—nx .

_107. Debba era integrarsi 1a formula esponens
ziale a* Xd x . Osservo che a*dxlea=—4d(a* )(13 2),

onde fatto ﬂlx::dz‘:d(l‘::) ) $ATA 2 == —:'; e

Percibﬁ"xJx'::fxdz.=zx—fztl’)1’-.:.‘4‘.;'-
a’I l " x . xod . Y '.
T o ardX. Sia dX= x,-ﬂua‘vrz‘

fé’d.l':—_ﬁxrdx_—_” Xdy== Xs— [2dx"
/

N IE 1) o .
—..:alf —2-'; a*dX ec. ; dunqucﬁ'z\'.«l‘x =

& X X - XUy ’
—(X—--—*PT;_:”“—T‘T -ﬁ’-.occ
e [ X " dx che sark almeno ha piv
semplice delle integrali trascendent: della sua 3pe

cie,, se non & suscettibile d’ un’integrazione esatta .
Se la formula fosse a™*Xdx, fatta am==b, 'si trovercth

be cgﬁalmedtc ﬁ"‘.l'd o= (x—- m“; - cc.)ec. .

mla



*8 , | . o
168. Se & ¢ il ntmero il cui logaritdio =% ¢ ;
5iha' [ Xdxcme® (X — X o XV X0 X0

Ne=t

ac. cc.) . Sia per esedipio X =x"; sari X'==ix

Ry (1) &3, X" =n(n- 1)(n-2 Y3

ec.; dunque e”x”dx'—"ex(x" — & en i

112

~1)% —n(n—l)(n-z)x 8-i—e:t:) E

x .
B9l si avrcbbefm "Jx..-.". mz(___ _— el

”.‘xn-t

Y

109. Per trovar
lé divengono: inutili, riduco in seric'ed hd (151)

a* d %

adx dxdf-d las x»f""l"a—l-ec ; dunque
2 2
/‘a“dx'mc-l-lx-l-xla-*-x i :-—I— ': :3; -+
a .

x3

*dx . x .
ec-.ef _C+1x+x+ s

“4s.cc. Sia #* =232, sl avr%'x#x dz j differen..

ziale di ¢na quantita - trascendcnte chc sarh cgual—
alla serie iofiaita C-l-l l/z+lz-[-— =

€ : ¢ poxchef =1llz(43) =y, saraf__.
= [z, Jz zdy:zy—ﬁdz—zlla—'

3l3
l1zdz, ¢ pers [lizda mzllz—-f—;i—; , intes

gralle che pur dipende dalla quantitA trascendente
2 . o .
T

, pbiéhé le date rego.’



7}

110. Q_umdo e prccedcntn régole nnn abbian
lubgo , Ia Quanma esponenziale si. ndord” in serié

?er la [ormula =14 xla4cc (ao;) e sara
acile d’ integrare. Sia dy =x"*d x; si avra per le

m2x2 25 i’ x3 13 ¥
z T3 3
X}~ ec. )_..Jx-l-vn'kdxlx-l- -— x’dxl’x-l— €C.,

serie, Jy._.dx(a+mxlx+

\

h col integtale si trova pet mezzo di quella dl x'“

dxl”x (105) esi liaf”'xdxzx(l - ——5- +

. mtx: mial

37 T &t
ixz

& ec.)-ii-mlex(—i—.a_ }"".p

3x512 S, mx mz.\
—€cC. ) -+ — ( 3 - 42 - 53
) ~~ ec. che nel caso partlcohrc di x =1 y Si

Lo

m* m3
fidace alla serie convergemc 1 s 37

=+ et.

Dell Intégrazioié  delle Quamtitd differenziall
ove entrano Seni, Coseni ec,

vt ﬁoi_cbé dxcosx=dsenx, ¢ = dxsen¥
stdcosx (28), & chiato cﬁcﬁx‘cos‘x:iehx ¢
the'/.dx':mxﬁ-;cbsxg chefdy' COSBY=Siei
M ¢ che ﬁy:m’ny:':-ﬁm (28); che

ﬁzco;z“n z--- _e_'____.__, e chefdzmrz X
~n=t= 1

' .

)

il
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n-i-rl

cos”:; - -—n:—'_--—- (28). Sum!memc se st do-
vesse integrare dysenyeosay, si farebbe senycosay

= -i—- sen (a-l-x)y——;-,mz(a-— 1)y, ¢ I'iote-
. "cos(a=1)y . cos(a=~1)y
grale diventercbbe — 2(ar1) a(a—1)

112. Sarebbe lo stesso per dxsenmxsemax,
d x cas x cosax cc., ¢ si tratterebbe colla stessa
facilith dx sen x sen ax cosb x ec. riducendo questi
predotti a seni o coseni semplici per mezzo dei
valori di sen a cos b, sen @ sen b ec. Si potrebbe
duaque for uso di questo metodo - per Integrare
dxsen®x, dxsen® % ydxcos2x ec. : ma riesce pid
semplice r nategrarli nel modo che segue.

. pY n B
113. Poicht dxsen” x=dx senxsen” ' 2 ¢

n—1
dxsenx == —cosx == 2, fatto sen- ~x=—y, sa-

rhﬁxvtm”x=ﬁdz=zy_fzdy=_

co:xun”-"x-l-(n—l)f:i'x :mn—’xco:"x::'
—cos xsen™ ! x-|-(u-|)f:1xmz Yy —|n

-—1 )ﬂx:m x;e trasponendo,f:ix:mx_

n—1
XX Mt
ﬁ xson’ Px: dunquv

”'-—3
B2 S XS
ancheﬁx:m Ppom o SN X L.

ne=-%g

n_zfdx sen” " 4%; onde in gcneralcﬁmm x

' COSX% —_—
=-T “n x-l—-——tﬂl x+oboo
. n.— 2 .




(=1)n=3) ,n-y . (n--l)(n—s)(n-s)
T(n—32) (n—g) ‘ {n=2) (n=-q) (n—8)
smn 7.’c—l—-{:c. v e = (n~ ')(”—3)“" ),
(n—2)(a—4). 1
formula che ha leogo solamente nel caso in cui n
¢ impari, rel quale I integrale non dipende da al.
~tro che dalle quantita cos x, sen x . Ma quando &
pari, Iiategrale sari — ___;x sen’ x--l-”-—'xz
1
(n—l)(n 3)-.0.01x
‘4. .n ?
cioe conterra )’ arco o quanm.’a trascendcnte x. Per

cos x.
esempio . dxsen® x == C e | sen® X wfe. v

2x
4“" ——-) ﬁx:m x*C-—-fﬁj{xm’b

-i---:m’ x + —-senx)-l- -_’-_ x.
4 2 4.3

114. Facciasi x= 9o°—z, avremo di =t ——

sen” 3 x4 ec. )

dz,:mx_cqsz, cosx==senz, e [ dzco’" z =
sen 3 He= 1 n—t (n=1) (A~
- (co: 3 — ,”*'33_'____)____}_))(

(n—2) (n—4)
nes (n=1)(n—=3)(n—5) = p=—7
g 2+ (n—2)(n=4)(n=6) cos Ao

(n=1) (n-=3) (n—s) o2
(n—2) (n—4) .

—_ g =) (n~ a)
Apari , Pultimo termine -+ O AP

Per e'semp'io ,ﬁycos‘ y=tCn -——g(cos.‘y-l- LA

cos y+~—) ﬂyco:‘y::Chl-—i(m’
+—;cos 7-4-—-150:3')-!* —*—Sr-

)sen ¢ impari,éseé
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11. Sia ora da integrarsi dy sen’ ycos” y ; po;-
chd d( senPycosly )= pcosi**y senp~ 'y d y~qcost =iy

senP¥ydy (28),sarafdysmp Yy co Tty
—_ :enpyco: Y+ —ﬁy:pa y.smf-'- y: dup
que fatto p-—l_m,q—l—t =n, \errhﬁysm y

' n—4=1
n sen y cos” y n-
gos y == i -l-———-fdyco:

sen™ 3 9 3 sostituendo 1t ——cos? y in vece di sen?y
¢ trasponendo, si ha f;l ysen" yeoly=....,

T 7 o
sen y cos . He—2
man fdy”” yewso oy
mt-1
=0+ - -i—n—(co’ 'Y+ b= l)m-i--n~--2
=5

» (" ”l)(ﬂ——g)coy y

}m“-’fl)c—(-z)(m—'_n“‘,-'&.ec.'?..t+’091.r
,_n——-‘_.____n:-;)’ 2 . P .. ' '.
(m=-n-2) .. mee ) se n ¢ ""Pa", o fino all‘ul

timo termine = —— n-—l)(n--s) : /:lysen 5,

(mn)(mane2)..
scn :c,' pari,
116- Facciasi y=9o°~ —2 3§ avremo dZCO)mz
m4x - —
:en"z-—C—fo‘_ 2 ,m”~~' +(n 1) sen” -_f‘.
( Xn ;n):::z:”z ‘m+n—~
n—1)(n — i
(m-k-ttv-z)(m-g-?:;) + ec . ot e
E’:::l-‘)n(n;” m+z sc # ¢ impari,: e fino al
yermine - (A= 01=3) 000 1. Ialzm: "3 e o pori,

(m==n)(m~4-n- z) .m=2
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Per esempio , la pnma formula da /:1 yeos’y

seny —-C-l--:m y(co. y-|——)-'C-|-—
sen‘y(—-—:m’y), ela secondaﬂy cos y:m‘y
=C— %-cos y (sent y-}-—-sm Y+ - ) Biso-

gna dunque ché o questi duc risultati sxano eguali ,
o differiscan solo d’una quantita costante, che nel

caso nostro & —-, riducendo tutto in seni,, osser-
24

vando che -cos* == ( 1— sen® )2 e paragonando i due
nsultatt ' 1
" "117. Consideriamo ora i rotti nei qualn entrano

dy -
seni.-ec. , ¢ cominciamo  dai pit semplici — ,
\ . e .o.seny

dy dyco:y‘. dyseny dy
cosy’ seny ! co:y * senycosy
id
1l .primo 3———~\-—' dyeny .. Sila "(91)

en y sen? y ‘5~ cos? y

—3dcosy.  Edcosy dunqucfdy = . :.

;-l-ca:_z‘; - l-—cos‘y seny- .,
1 ——CO‘y~ l 2 —l’ F —

il 1_'—""'"* cos y - §, tﬂng _i‘y ”g;y' atto y=

go°—— 2, avrcmo Jy:—dz, :m.y-_—.cqsg, dun-

d3
w2 - --
que il sccondof;w z“‘=’ ang (459 —-. )-.-..-:

2 -

-~ \

—lcot(4c, -i--—):.-.\l,tang(‘ts +—) l'[terzo

fdy“”y__fd("”” = lseny fdy cot'y
seny T seny |
Il quarto f d‘l:o?;y = ‘»;‘:_o(s-‘?—y) l cos y

::..-ls:cy:ﬁy tanzy. i qumtof dy =
R y

. Senygcoiy
L - .



onmann —‘-'-—— —— l .
~/¢‘o: 2, 229 f co:"y tangy by

,cos y
118. Posto ¢id , ccrchlamo fJ— . Poiche

Cosy se-ty . m—1

(u;)fdymz"y—— — + X

fdy sent-2y, facciamo = 2==—m ovvcro n="'

L dy . cosy sen'""y
— [ —T = T _—* -
2 —, c.d avremo /: m-ty —

1—m dy . dy __ " cosy
‘z-—‘mf sen™y’. s dunque f oy = (s — 1) senm1 ¥

”_1—__—2 ———v-——-r—dy S—— Sm—— Ca.fy ! , e e @
+ m-—tﬁeﬂ'ﬂ‘y = me— sen'""y+ :

m~—z2 (m—2)(m=—4)
(m-g);enm-3y+ (m—j)(m—,)sm y-l—cc )

(m=3)(m—2a).. dy_ __
fino al termine +‘(m__,)(m_;) f:eny -

Ltaug.,,y sc.m @ lmparl. e fino

(m=2)(m—=4)..
(m'—'l)(m-—H
(m—2) m-»4) -2 6osy
(m=—=t)(m—3).,.15eny"
119. Suppongasx y=9°—z, ¢ la formula

d-z:)__.mzz(n -1 - -+
co:”z m—1 cosm=3z .

se m ¢ pan

cccdcnte\ dara

-

M=z " (m=—2)(m—34)

(_mo-g Ycos.m-3 2 : -k- (ﬂ%;)(‘m 5)cos""9z+ec)

m——2)(m‘—4) <2 sens
K-
fino a],termlng_‘*'(m_,;(m—\;) o co:z se m

f | mc_l_(m—z)(m-v dz
pan,e no al term : :;-1)(m—;) o s
" {m—2\{m-—4)..

f:\m—l)(m—-;) L(‘"’g(45°+-)se mélm-

dy Jcny( s
+ ———— e
p . Per. ccemglof.coﬂy ' iy T+ 4cos*y

PR T . + 2 xlttmg(:ts +"‘)
4.2.c08%y .

~r



120. E' dunquc facile fntegnr la .formula
dy cos™y ‘
sen"y
dy cos = Y = é—(-i‘-,—,n—?'!-)( t —sen2y)é che fatto
seny . sen®y . ]
seny=—12z, diventa z-ndz(1 — 22 )% integrabile ,
giacche qui £ ¢ numero intero e positivo (38). Se
dy costty

sen*y

; poiche se m & un numero impari 2k=f-1, si ha
Y 2

m ¢ un numero pari 2k, allora

— z ‘ . . 9

4 (xnn”‘:” 2) , espressione che sviluppata s’ ing
tegrerd per mezzo della formula ﬁ e:'?y (118).

Lo stesso sarebbe'pex:f dy “,," Y. mdy —

. . cosy J_ sen™ycos"y
onde ¢ facile d’integrar le differenziali ove entran
senl e coseni, quando esse son suscettibili d’ inte-
grazione. '

Dell’ Integrazione delle Differenziali a pis Variabili .

171, Se T sia una funzione di pid variabili
X, ¥, % €c., le differenze 4T di T per =, 4T &

T per y, &Tdi T per z ec., le quali si haono
facende variar solamente @ x 0 » 0 3 ec., si chia
mano differenze parziali di.T: ed all’incontro le

sommffdex ,‘fdey szdz ec. che si

hanno integrando per & o per y o per 3 ec., cioe
considerando come variabile la sola %, la sola y,
Ia sola z ec., posson dirsi somme parziali di T. Ta.
le & la notazione che adottiamo per le differenze
parziali ; ella ci sembra pid espressiva e meno equi-
voca di quante ne sono in uso tra gli Scrittori , i
T 1%

. . ¢ e g. aT d?
pid dei quali indicano ¢on ;i—x'dx ,-&;d Y7,
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ec. cid che noi intendiamo per &1, 57,827 e

Si osservi intanto, come per principio fondamentale
di simili differenze , che supposto T=¢(x,y)

(1), sand *T=0(x 4dx,y)—T(6) e XIT
=<p(x+dx,y+dy)—dyT--de: parimente
PT=0¢(x,y+dy) =T cdPT=0(x+dx,

Y 4+dy) =& T—PT; dunque dd* 1= 3"P7.
122, Data pertanto una differenziale Pdx -
()dy a duc vanabili in cui P, Q son funzioni di
X 4%, se T ne sia I'integrale,, avremo dT==Pdx
=+ Qdy; dunque supponendosi x,y indipenden-i
Puna dall’altra, si potranno formar le particolari

equazioni &*T=P dx, JyT...._QJy ¢ poiche
> a* T=dxP?, SPT=4yd"Q ¢ PI'T=

&&PT (121), sard dx PP=dyd*Q e £ °. 15’1’

X
‘%-;-Q, ciod una differenyiale Pdx --Qdy -mr) esat-

ta o potrd integrarsi se la differenza parziale di P p;r
y divisa per dy eguagli quella di Q per x divisa per
d X . ) :

o Dunque 1° giacché I*T==Pdx, & T Qdy,
sar de+dyT--de+Qdy=dT e in gee
nerdle da ¥, fanzione di x, ¥, si ha sempre &7
= AV ==dV: 8% se varj Ia sola x ¢ poi la sola
y, sana In, T:-..-/ Pdx—+€, I, T-—f’,Qdy
~4-C ¢ potra esser C=¢@(y),C=¢(x): 3°
le due espressioni f x}’d:; :/- y ,Qdy. avranno e
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mingd tutti | termini ove si trova ¥y ; onde i ter
mini non comuni in quelle espressioni conterranno

scaza y in/"de, ed y secnza ¥ in [ Y Qdy

(13): 42 poiche dalla L equazione si ha dyT(=
Qdy)-;»dyfxpdx w=dye(y) G3), dalla IL

AT (== Pdx) :d’f—”@ dy 4-dxg’' (%), sk
(1209 (3)= [(Qdy = @[ ¥Pdn),0 ()=

ﬁde-d’nydy), e percid IIL ‘T..—.:f"de

+ﬁg4y-~dyf"‘1ux),1v. T:f"Qdy;&-
ﬁde-u-d"‘/‘y,Qdy). |

123. Per render pitt comode queste integrali,
chiamo § i termini comuni o simili, ¢ Dy D' 1 o

comuni o dissimili inijdx Jy,Qdy (122.39),
oadcijdx::S-i—D‘,nydy:S-l- D'. So:
stituiti questi valori nella somma della HI. e 1V,
equazione , verrk aT=D 4-D'gei§ -'l-ﬁPd::-k

Ry )= [(#D 4 Is 4 D I8yt ma ...
| ﬁ Pdx 4 Qdy)e T, IS4 d"§ == dS(121. 19),

dyDT—'_:o y D' =0 (121. 3%); dunque T =z.I)
e D 4= §, ciot [ integrale & una differciiziale esasta
Pdx -~ Qdy si ha dalle somine pargiali di Pdx per
x e di Qdy per y, presi una sola volta i termini si-
oiili. Cosi giacche la differenziale (3 %2 42465y
— 3y A4 (b X' = Gxy 3 c)* ) dy ¥ esarta
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trovandosi % = -d—’g =2bx— 6y, integro
gx"dx-:t'zbyxdx—y’jy"dx per x e viene x*—f-
byx* — 3xy>; integro bxdy —6xydy -
3cy2dy pery ed ho bx2y — 3xp% ¢y’ : on-
de T=D—4 D4 Sz=x’ + byx* — 37° x4
¢y? = C. Ma poicht talora & necessatia qualche
sostituzione per giungere all’ integrale d’una diffe-
renziale esatta, ne porremo qui varj esempj.

xdy—ydx Y g _
Iozd (x_—_yT; . fat,to x —z,’ $i ba e e o @
x2ds ds '
ﬁx.—.zx) =ﬁ| _z)2~ Y
dx =
1L -!;T”_—'_—:;gi fatto -§-=z onde x* -~

. d
=3 (2%41),si hafz-';-_i'_—l, |
HI../ sxdx~ydx—xdy—3ydy—1dyt al/ (xHy)

sV (x==y)
fatte V(x4-y)=23, si haﬁ(zz—Va)lx+

(230-—‘3.32-!-2 zVa))Iz] .
1v. (a—y) 3 dxA-xdylx—rolat+y)¥dy o o

3
. 3xvV(aty)?
V(sty)l=a, si b [(2F4dubatgrdz).

—(s xy =t 652)d x ~ (g xy—=6x3)dy

V. 7 gt (R rg) : fatto
L xy=p,IL x4-y=3%, onde Ill. xdy4-ydx
=dp,IV.dx4-dy=122dz, moltiplico la L
per la IV. e la L per lalll ed ho xyd x+xydy
=zfzdz,ed x2dy 4 xydx 4= xydy 4-y*dx
=2%dp; dumiuc sxydx 4~ s5xydy=10p2dz
e 6x*dy+6y“dx=62*dp—6xydx—6xydy
=¢3*dp = 12pzd3; dunque sommaudo questé
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due cquazioni y = (5xy =4 632 )d¥ =(5xy =i
6x*)dy=2p23dz— 62dp, ¢ la data integra.

. . pdz—33dp
le dxvxcnehr— .
VI xdy-ty3dx .

» (x*4+2*) V(x4 y=— xaz ). .
Ley="p, . x*4 92 =22, onde lI. wdy -
ydx=4dp,1V. xdx+ ydy = 342, moltiplico
come sopra ed ho x*ydx ~ xy*dy — p2dz, ed
x¥dyt+yxtdxxy*dy+y’ dx=22dp; dun.

que sottraendo queste due equazioni, x°d y—y?dx
=2z2(2dp—pdz),cla data intcgrglc diviene

f—-z(—QO—:’ii,Q, ove fatto L:u, si ha ...
/22 V (2=Er) *
adu
Viat=u?) "
2,3 (x® e b A '
v fLxvm it Y o 1,
xy=p, Il x> —y*==22, onde HL xdy ~=
ydx=dp,1V. xdx — ydy ==z2d2, moltiplico
al solito ed ho yx*dx.— xy*dy =pzds, ed
x?dy +yx*dx —xy*dy —y? dx=2*dp ; dun-
que sommando queste due equazieni, la data divies

neﬁpdz—l-zdp)- _
124.. Data una differenziale a tre variabili Pdx -
~ Qdy 4 Rdz , ¢ chiamata la sua integrale T ,

sarh ' T = Pd%,PT = Qdy R dzT-.:Rd.z; dun.
que (132) percht¢ la differenziale sia completa o
2p _ &

possa integrarsi , bisogna che .sig =

: fatto

&p 4R d*Q __ R
dz T dx ' ds — dy
i




83 .
' 125. Avverandosi queste condizioni, !’ integrale
T== D= D'~ D" 4§ si otterra integrando Pdx
per x, Qdy per y, Rdz per z, presi tusti i ter-
mini diversi e una sola wvolta i simili ( 123). Cosi

1che 1 o2 2 .3 of __ Y
poid i (37241220 (i
ﬂ-3y2+3xzy)dy-+ (43’ e2bxtz4 ...

;. 3 . o« o \ &
'V_(ylj-?‘rj)d" si avverano le tre condizioni,
Vi‘“j'”l’dk:y’-xz+bz2x‘,‘/dey:..'

V0¥ 422 )+ y? + 22y :szdz=z‘ -+
bx*224 v (y2* =22 ); onde T= D ~ D'+ D¥
A S=—yrx? e b2 x* 4V (y2 42> )+ y? 4+
2* = C. Ora non ¢ difficile di trovar le condizio.
ni che debbono aver le differenziali di un pit gran,
numero di variabili, ¢ d’integrare quando esse han-
no luogo. :

126. Posto cid , vediamo come si integrano le
differenze seconde. Supposta P una funzione di x,
differenzio Pdx ed ho Pddx <~ dxd P; € poiche
2P & funzione di x, fatto d P—= Q dx, verrda Pddx
~+Qdx*. Dunque dP== Qdx & la condizione
necessaria perche una differenziale del second’ ordine
Pddx 4= Qdx* sia integrabile: se la .condizione

. ha luogo, verr&ﬁ Pddx 4 Qdx*) ==Pdx. Cosi
mx™ ddx 4 m(m — 1)x"-2dx? & integrabile,
-poiche dP=m(m~=1 )x"2dx=Qdx, ¢ |'"in-
tegrale ¢ mx™~*dx, che puovamente integrata da
X" C. . ) ‘ .

127. Se dx & stata supposta costante , la diffe-
renziale ¢ Qdx*; ora poicht dx & costante, si

avrif,Q_dx‘ :.-:.d::/bdx—l— la costante Cdx.
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Per esempio ﬁx’( [ x2) = dxﬁdx—x’dx)
=dx(x— Lad )+ Cdx, e nuovamente inte.
3 x% - x¢
grando, Cx4C = —— = -

" 128. Sia una dniferenzlal generale del sccond
ordine Pdd x =~ de ; differenziandala si avra
Pdx 4~ (dP + 2Qdx)ddx 4 dQdx*: dun.
que recxprocamente data una differenzial gcnerale
del terz' ordine Rd? x+-Sdxddx - Tdx? , si.
avia R= P, Sdx=dP +12Qdx,Tdx=4dQ

e percio Q :l:dex 5 sqstitpiti i valori di P, Q

8"
nella seconda equazione , verrh — —. a8 -
3 2d x

‘Tdx, onde se questa equazione si avveri, Ia
proposta differenziale sarh integrabile, e T integrale
sary Rddx == dx"'ﬁ’dx Per. esempio %24 x 4=

2x3dxddx 4 (3x* 1 )dx’ ha la condizione
recessatia per essere-integrabile, ed il suo integrale
¢ X2ddx—4=dx*(x?—x). '

129. S¢ dx & costante , si avra 4 x* [ Tdx
Cdx?*; I integrale di questa differenziale sara dun.
que dxﬂdx [Tdx)+ dex+C.dx , e Pinge-

grale di'questa, ﬁdx dx [Td :r)+ ;i-C”x-[-
. xm+3
¢’ . Cosi dx fx dx:z(”l+l)(m+2)(”l+3)

C'x

4 < C'x == €7, Nella maniera medesima si

trovercbboro le integrali delle differenziali. piu cle.
vate ¢ le coandizioni. dei loro cocﬂicnenu .

M
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130. Copsideriamo. ora le differenziali del se.
cond’ ordine a due variabili|, espresse generalmeote
per Pddx 4= Qddy -4 Rdx*~8dxdy < Tdy>.
Per trovar le condizioni dei coefficieati P , Q , R
ec. prendo la differenziale di Adx 4 Bdy, nella
quzlc 4 e B son funzioni qualuoque di x , y°, ed
ho Addx 4 Bddy < dAdx -+ dBdy, che fato
dd=d"A+P4,dB =3B 4 B, divieae

e Bide A g (P4 B
Addx+ Bddy 4 +—. dx* + ( Ty + ==

B . o
dxdy—l—_%..dyz; onde Px=A4,0=2B, ¢

N o e . 4G i)
_percid R = W,S:::-J;-I- Z—;g,cT._.,cT;— .

Verificandosi queste condizioni, I'integrale sara PJdx
~ Qdy : tanto avviene in' yddx — xddy il cui
integrale 't jadx we xdy . .

. 131. 8¢ dx si suppone costante, dovra inte-
grarst Qddy + Rdx* - Sdxdy=+ Tdy?*, che
nascendo come prima da 4d x4 Bdy , dardk Q==
44 4 dx;g, Ta:d:Q; .dund

Yy

B’R=T;,S=7;-+' a

que fd#RJx,A:fodx, Adx=4dx

fxﬁdx, ¢ le condizioni per iategram saranno

X
: .S'=d.‘..:;‘:’Q -+ djj_-;i;if, T:::.ﬁ‘fl_y.g, quigdi I inte-

grale Adx+ Bdy divems dx f *Rds + Qdy

~+ Cdx. Per esempio, 6x2dxdy 4 6 xyd«* -~
x?ddy, nella quale dx & costawte, ha le comdizio.
ni precedend ¢ la sua integrale & x? dy ~=3 ¥*yd2
=} Cdx che .imegrando di auove , da x?y 4~ Cx
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«j- C’. Nella manicra medesima si troverebbero le
* condizioni per un maggior numero di variabili.

‘Applicazioni del Calcolo Integrale .

Le apphcaz;om del Calcolo lntegrale si esten.
dodno a tutte le parti delle Matematiche ; ma per
hmitarci a quelle che son puramente geometriche e
che servon di fondamento all’altre, determineremo
le formule delle quadiature e delle rettificazioni del-
le curve, le solidith dei corpi, quelle dei solidi dt
nvoluznonc, come sltrest le lor superilcie (29),
fioiremo. con alcwni usi del mctodo inverso dc)le
. tangenti.

Della gualratura delle Curve.

132. Sna la curva A M con Fasse AP ¢ con
I'ordinata PM al punto M ; per trovar. la.quadratu.,
va dello spazio AMP conduco un’alra ordinata
mp., ¢la linea Mr parallela a Pp; allora ho la
superficie. MmpP == MPx Pp 4~ Mmr , e sc il
punto 7 si avvicini al' punto M, il wiangolo M mr
diminuira sempre pi%t, ma non potrd diventare zero
se 1l pumo m non cada sul punto M'jalora Mmp P
svanira ¢ sata la. differenziale Wello. spazio. 4 M P
(16); onde fatto Pp=dx, avremo d(AMP)=
ydx x sen @ se le coordinate faccnado an angolo
P=¢ o, se I'angolé P sia retto,  d(AMP) =

ydx (4); ¢ pers AMP:ﬁdx-{- Ced AQ0M

23,

ﬁdy+c

133. Es. L Sia on quadrante di circolo dcccnt-
to col centro 4 ¢ ¢ol raggio a; sl avry y= {/ (a2— 24

x?) e ydx——AQMP_ﬁxs/z(aa —XX) 4
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9"
Tx3 o .xt 1.3x%
= C+u.e 2. 3a z4.5a’_2.4.6.za‘““

lxgx-“

24. ——————7 ~== cC. Fatto x==o, sara AQMP ==

23.

as.

14.

2.46.8.9a
3
0, e perd L=o; dunque .A,QM_P::‘:ax—- —:—a-
x5 : x? . ', .
s <= CC. i

Q4oa3 = Y128’ C
1I. Nell’ ellese y = — V(a’--—x’) dﬁ‘nque

ﬁdx-—--—(ax 4°a,f-aec.).' '
III. Nella parabola, ydx-*—p’xfdx eﬁd#
pzx 3 —;—xy, cioe lo spazioc APM &

due terzi del rettangolo circoscritto . L’ equazione
alle parabolc di el i gradi e =x"a"""; .dun.

que mly_..nlx +(m - n)la, danque ﬂj!_g =

’—'—:—"f ovveto min:tydx: xaly f;dx'ﬁdy )
AMP 1 AMQ; onde lo spauo AMP sta al rete
tangolo circostritto APM Q ::m: mF=nty .

IV. Nell’iperbola equnlatcra, xy=aa ed.yd»
::“———f‘:i ; dunquc ydx==aalx«C. Se si vos
glion preadere gli spazj dall’ origine 4, lo spazio
sara == @ quando. % z=.0;.dungque C= ~agalo
= o, ¢ lo spazio- .QAPM = aalx — aalo
2x ». 8¢ x== 4D, allorr lo’ spazio  ADB N=s
aala — aalo. duaque’ BDPM = aalx ~wgala

=aal—;~ . - ) -
V. Nella cicloide A-E.Bf jody=dxV(2ax
—x2) (55]) Cﬁ”(::dcx)(:;a):aﬁx
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V{ zax—ﬁx:) = AL QP (55.132); dunquc tut. Fle.
to lo spazio AED eguaglia tutfo il semicircolo 14.
A QB ec
VL Nella cissoide ¥y = l/.(a x) ﬁdxs::.*

- 3

AKMPA::ﬁIJx(a-—-x) 2, Oraﬁtdx(d 26.
--x)t:JCONP( 133); e sé si ridu’éaﬁg

;Ix(a—'xitaﬁc%dx(ﬁ;x)ai; si trovera (89)
ﬁ"dx(d—x)‘—7x%(a*x)z -i_ #’edx
(a-—x) *. 'Dunqucf’dx(a-—x) m;fi

&
dx(a --sx)l--.ix(ax-—-x_x)z,ovvcro APMKA

#=3 ACONP~ 4ANP =3 ACONA—ANP.
Dunque poiche quando x == ¢ il triangold” A N P
svaniste ¢ il segmento ACON A si cangia nél se-
micircolo ACN B lo. spazio wfiditamente ’ungo _
MK ABQ ¢ triplo del semicircolo genitore-

VII. Nella logafithica, ydx==Ady (43') )

ydx==BA4PM=Ay« C: ma quando y ==z t.

#=AB, lo spazio ABM P diventa nullo ; datique
C'::.—A ¢ ABMP=—=A(y~—1 )..._. al rettan.
golo 0IQM. Se si fa y=o, si avid lo spazio
jnfinitamente lungo BXY A =x == A3x &l settangolo
PQIT.

VIIL Sia goa curva- BM che abBia per &4va-
gione y =ax*; si avri (510 lo spazio ABMP = 3&

3 ?
x A J
fx*dx—'x(l---;qli--a;—l-eq.-)-l— -
2 44 e
; f. . x . x3l2x
*xlx( —'-—i-‘"—-—j.i.ieco) (-—
.y’-+o‘ _P ) il

i};

3
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30.

35

94 )
x xa .
= -+ 5 ec.) 4 ec.; ¢ quando x==AJP ==

PM =1, si ba lo spazio ABMP:-..:—:‘; -+

) 4 ) ¢ ) 4 1

;—; — :; -+ = - ;;+ec.=§,783430510712 ec.
IX, Sia la curva dei seni AMA'M’ ec. la_cut
cquazione & x == arc. sen 'y OVVEro y == sen X ; si

avra APMﬁﬁxsmx::C-co: x . Facciamo

x=o,csama C=1,APM=—1—cosx. Sia x
=180%==¢, si avrh A M A’ =2 = al doppio dek
quadrato del raggio. Se si suppone x ==zc== A 4",
si avra lo spazio AMA'Ad- AMA"A =0, il che
& chiaro, poicht I' uno ¢ positivo ¢ I altro negati-
vo. In generale se x=2kc, lo spazio sard zero;
ese x =(24-41)c, lo spazio sarh =—21. Posta
P’ origine degli x nel punto A4, medio di A°4", st
avia y==cosx; onde lo spazio ABMPz=—=senx,
lo spazio ABA'Ad=1, ¢ A'MBA’A=0, o non
attcndcnd}yalle sue due parti positiva e negativa ,
AMBAA=2. .
134. Se I’ ordinate parton da un punto fisso C,
ecco come pud trovarsi la quadratura della curva.
Condotti i due raggi CM, Cm, si descriverd col
centio . € ¢ col raggio CM Farco Mr ; allora il
. . . MrxCM ) ’
triangolo CMm = 2+ Mmr; ma quando
il punto m & igfinitamente vicino ad M, lo spazio
MrxCM

——— -

b4

M myr svanisce, ¢ resta d(COMC )=
se dungumMr:d::;CM:y, si avia COMC

- ::.-ifydx-l- C.

Chjamando @ I angolo che fa CM con una
linea fissa che parte dal punto C, o I'acco che mi.

|
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: . . I .9
sura quest’ angolo in un circolo il cui raggio ésx R
3!.

si avra Myr=ydo e COMC—""fquJ-l—C.
135. Esemp. 1. Sia la concoide 4 M, il spo polo 33
P, PM==y, QM=a, PB=}, clangoloAPJIl ‘
g’ db_yd-—;-— e ; dun.
I APM=} [F% & 29
qncz:spazxo : M=} e tp""" ab ca:¢p+
. an,
H_ ___’_‘f_?-*-ablmng(qs -+ ,)(117)

2
a?

= seaza costante dunque poicht PBQ =s
,‘;’:ﬂgj’ sard o2 APM = PBQ = ABQOM =
ab ! tanp ( 45° +£)+—-—Q, ed AAMM =

=@;si-avra PQ=—=

zabltang(.;, -+ )

Il Nellacassondescmfa AM=y , MAB=0, p
26,

sara 4 Q= cw? v A O=M Q=a co:q>,y__c—;‘——-a,_
sen? @ 2 .zz(r-cotzq))z a?
acos(p_. cos @ yedy? = cos2 cosz,

— 202 +a cos q>,dunquc AKMOA f:zq
—a ﬁtp-i—-— d P cos? q)—-_(tmg(P.;..i‘.'.'.ig

_1)(;;4) Dunque AKMPA—-AOMP(=

y":empco:q) 19 ssen2g
Y ~AKMO4A = > ( 2 " -+

:m(p cos? @). Ma sen q)co: Qo= +sm3(pt:o:<p
= “’ —, ten@ €05 @ —~sen @ cos? (p e pero sen @ cos? @



FIG.

26.
2
. fz— (%?-—:mz(p—i-’ﬂs—ﬂ). Fatto ¢=90° ==—,

33

66
= L (%% L 4n19); dunque AXMPA =
.

4
n

. : . e T
si ha sen 2@ == o == sen'4 @, € poiche e e il se-
micircolo AON B, sari lo spazio inﬁnitansnte lun-

’ 2 .
go MKAB,Q::.M: 3A0ONB.

4
[I Nella spirale d’ Archimede, AGFBN=
x, AGFBA=—a,CM=y ,CA=—a, Mr =-

ydx - Mr.CM y*dx
—, d(COMC)d__-—— — (134) = 2a
——S.g —-c y- "'" cy
ge= = ydx == —=; dunque COMC= 3

senza costante; onde fatto y ==a,%o spazio COMAC

ac . . .
t—] ;——; = al terzo di tutto il circalo.

Non si ¢ preso qui I’ integrale % ﬁ’-d(p per-

che questo non pud estendersi al di la di p==360°,
altrimenti i triangoli elementari § y*d¢ coanterreb-
bero i gid sommati, difetto a cui pud supplirsi cal-
colando i trapezj elementari compresi tra due spite
vicine . Lo stesso inconveniente ha luogo per la

formula ordinaria [ydx se pil ordinate corrispon-

dano alla stessa ascissa.. ..~ - .
“1V. Nella spirale iperbolica scemando x mentre
cresce y, sara CN(a):Nn(v-dx)::CMz(y)_:
N L 1 fl=ydx
My=s-— ” 5 dunque COMC= zf - :
' ) bd
ma xy ==ak, e perg —ydx==xdy== f—y J

y2dx
q

dunque — =bdy, ¢ lo spazio compreso tra

la curva ¢ due ordinate==446y 4 C.
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Della Rettificazione delle Curve.

136. Se sia il punto m infinitamente vicino ad
M, sara Mm ==4ds la differenziale dell’ arco AM =
sy ¢ stavih dAM =ds=<y (d%* 4. dy*); onde

AM&-::fV(dxz+dy )~ C o ! ordinate

siena parallele o partano da un punto fisso.
137. Es. I Nel circolo , p =V (a? == x*),

2 X2dx? adx__ —
=500 QM~'==ﬁ/_—'—(az_xz) =(99) «
-+ x2 3% - 3 5 x” -~ ec.; dun-
" 2.3a* z4s¢* 324‘74‘

— .h_y_. .
que Jarco M B== y-el—2 ;3ak -+ T b-l--cc. co

me si trova nclla trigonometria .

IL Nella paraboh, AM-——fdyV(l.*. =
___f 249 ¢ -_+y ): ma abbiam trovato (98)
f:lx\/(x -+ q* )=C-+—V(x -+ a? )+—-
[x+VY(a"+x*)]; dunque AM=C+ v(y

i+ 2 — ) Fily+V ~)J Faccnamoy
=09, ¢csara C== ~ :;l 2, dunque A M =...
Yy 2yl 1 Al +T)].

il 138. Pug' ossé_r;arsi che se cé’l centro A4 ¢ col

. \ . . . ) .
scmiasse. maggiore B4 r= % si descrive un’iperbo-

la equilatera BN, lo spazio 4 BN'Q sarkx [ = dy
: N _

FIG.

34

23.
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98 ‘

2
(lgz):ﬁyV(yz-i—- —]3;— ); dunque 4 M ==
' 2
;:—/;lyv(y’-'l-f;—):%xABN’,Q_c perd A4 Mx
P — 4BN 'Q; onde /a restificazione della parabola di-

;mde dalla quadratura dell iperbola e reciprocamente
III. Nell’ellisse supposto il semiasse maggiore
—1q, sara y=bV (1=x2), ¢ faco V(1 —5*)

35. cioe la semidistanza dei fuochi = ¢, si ha B M=

— 2 R 2 . -
dxz((:_ :z; 2—, integrale che non puo aversi

con le regole precedenti . Bisogna dunque ridurce
in seric: ma per maggior semplicita riducendo sola-

. . dx
mentey (1 —c? %), avremo B M =—
e2x? cox® .3¢Sx6 1.3.568x8
(1o C _oeb nactxt wasetxt o
2 2.4 2.4.6 2.4.6.8.
_ dx c2 x2d x ct o
—J Vv (a—x2) 2 J v (—x2) 2.4 07
x4dx 1.3 ¢% x&d x

Do) — e )Gy s ¢c. Ora riducen-
’ -X
P

do le integrali di ciascun termine a f.dx(tn-x’-)
(87) fawo k== = § , m == 1a=1,b=—1,
n==2,4,6,€C.i==1,2,eC.p==0, si avra BM=—

ct 3k © 3255 32,42 .y c*

1 — L — — -
( 22 27 .42 22 .42.62 ‘22,42.62.82

_dx 240 zt X
ec.) (;-—x’)+c x(1—x*) [z’- -+ ...

Vv
2 2 P %)
e 4 3%.s5c & 02 2
22,42 22,42, 62 +‘cc.~]+¢ x? (1 —x") X
1 3.8c¢% 3.¢2.7¢%
ee.]: ma DN
[2.42-'-1.4’-.62 +z-4".62.82+ ]

1
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== ./:V—(IT;T)' (137); dunque son note tutte le
?uantiti di questa seric di cui ¢ facile conoscer la
cgge.

 Sia x==1; si avra AMB:(I'-—C—,;— o
3c4 32.5¢% ' . 3
prprindbrwearriiall ) AND. Dunque la per

riferfa dell’ ellisse &€ a quella del circolo cireoscritto

. 1 c2 1.12 3¢t y.12,32
— T — o T emmm et e
22 a* 22,42 a4 32,42, 6%
¥ d . - . . .
prabeanl LR ( supposto a4 il semiasse maggiore ).

Questa serie sard convergentissima quando i fuochi

.« o e . a .
saran vicini. Per esempio se c= — , la circonfe.
10 :

renza dell’ ellisse sara a quela del circolo circoscrit.
to : : 0,907 495292 861261 :1.

139. La rettificazion dell’iperbola si ha quasi
collo stesso metodo, e puo vedersi nelle Memoxie
di Berlino an. 1746 e scg. la maniera di ridurre at.
la rettificazione di queste due curve I’ integrali d’un
gran numero d’ altre ‘differenziali.

1V. L’ equazione alla seconda parabola cubica &

—_—aaxl: —_ 22y ...
y? =ax?; dunqu%c s _ﬁyV(l+4a).__.. .
iR TA . o s ba
™ a( I-I—T;) +C(39), facendo y—o, st ha
C= — —2—’7— &, ¢ un arco di questa curva preso

\d ~ 1 Sty 8 i i-
dall’ origine = -Ea[(x-l- a ) . l](54).

V. Nella cicloide , dy =dxv (222) (55) 46
preso 4 B==a; dunque :=ﬂx -% =Vax—
2AN(56).
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VI. Nella logaritmicd, _‘ny’ﬁaJ;‘y,'::f-%g
V(y?* +n"), s \/(y’-l-a‘)—-z, si avik %?--_-.‘

z2dz 2rdz __ i ,3—
ed 3 = Sl &4 l
si- a2 z"—-a =3

ovvero moltiplicando i due termini dcl rotto loga.
ritmico pcr %z~ a ed estracdo la radicé, 3 +a X

(V(:.;-ad ))=V(y2+ai)+ i b e s e

ey 2 aly —= .
,,(a-f-\’(”-*'”)).,.a espressione d*un are

co qualunque di logaritmica nella quale € & facile a
determinarsi (133. VL).

VIL Nella spiraje d’ Archimede ; M7= ydx

P
{133), Mm:::d(COM)::V(dy L{f__ :

33

¢ o
ma x=—— dunque coy_.ffdy(y+ 5,
Dc:cnwamo una parabola CN’ il cui patametro =3
—2{—-5 avremo , facendo CQ =% CM =y ¢ condw

¢endo I’ ordinata QN',CN'= cdy V(52+?7)'

€137); dunque CN'=COAM, onde regma dell’®
analogia tra la spirale di Arshimede e la parabola.
VIIL Nella spirale iperbolica [ equazione x =2

88 gy Jyme 80Dy cdrM( -7“(135))
y ¥*

: =f'_'.1~2 onde m M® (=rm* 4 rM*)==dy 2 e

- y
b*dy?

—i © I'arco COM:f_il\I(FF-P?Y)F

Dunque descritta una logaritmica N K la cui suttane




!

~ Caet L Fe,
péote == b ==a quella della spirale (47) s avrd ‘
( Bsem. VL) MOC == all'arco infinito N &K, pren. _.
dendo I’ ordinata NR=CQ=2CM. Ma pei I'c. 3%
spressione d’un arco di spirale .o di logaritiica
¢ompréso tralle due ordinate ¥y , »', i t'rovetzi\/(b”

’ 3 0y

+5) = Vi 4 yy) bt EFY0),
IX. Nella spitale logaritchica cos Mmr (¢ ) : 1’
dirr (dy)::1: Mm== _dg ; dunque 4D M= 2

' -~ te . .o . c
&= M T per esSer simili i triangoli wr M, M AT,

-~

" Della niisura delle Soliditd.

143, Un solido da misurarsi & imdiaginl decon
pbsto in" un’infinitd di piccoli strati pafalleli. Chia.
tnando # la base d'uiic di essi, dx la sua altezza
o una pirte infinitésinta della distanza x déllo stfa-
to dal vetticey sarh fzidx 4= € la sua solidita , €

solo dovrd espridiersi # pet &. ) _
141, Pet esedpio, Sia B la bisé del sdlido; 4
la sua altezza ; posto che le basi degli strati sieno
ptopoiziodali 4 lina potenza #n della lBtéhdisénﬁtl
dal vertice, si avrd A*: B ::x%: t'::.%% 3 don.

gue I elemento d' uea porzioge del solido sari

Bxtd x 4 ndo / Bx®dx Bx®+*
—a—» ¢d integtando 5 TV
€, o senza costante, se la porzione cominci dad
B A

vertice . Onde il solido intero == Pt poicht al-
lora #=ad: petcid Ia soliditx dellc piramidi, in

cuim=za,¢ 5



FIG.

39

40,

104
1IL Nell cllisse fatta & il semiasse di rivolusio,
ne che sara il trasverso nell’ ellissoide allungaca e i}
copjugata nclla ¢ompressa, ¢ postc Qe "due diversi

casx:l:a T b= » 8iava n._."_\/(ﬂ —~
X )- € PCT‘ se la curva giri o iatorpo. ad 4 4 q

intorno ad EZ; i avra . 2hor ﬁx\/( z:]::\: )

Nel pnmo caso, dCSCrltto col raggio CD="%_ un
¢

arco DBN la superficie fatta da 4 M intorno ad

A A sara (133) 2—‘;—zx ABNP: ma nel 'secondo,

determinata € col porre x==o, sard (98) iff_”.

bz
'V (T+x )-l*i——- c[x-'l-\/(—- o )]
IV. Nell'iperbola fatto a il semiasse di rivolu.
zjone che puo- essere o 1l a_'asvcrso o il conjugato ,
e. posto a’+b2=f‘ y Sl.avia n= Zb;c-.( (-x‘ =

4 . . . N
si , ¢ pero s¢ la curva .giti o intorno. a C4 o

intorno- a- C,Q, si avra -—rfdx V(x )
Nel primo caso determinata C col fare x = a

supcrﬁcne cercata sard (g7) bcnx v ( —_— _,_.)

o2 —
bnlcx—l-\/(c x> aﬁ): mancl secone

2 —
q-.bx S T a(cb)
berx

do determinata_C col fare x=30 , sar (98) —

V() A +"('+'"“>]
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Del Metodo inverso delle Tangenti, ¢ dell Integra-
zione dell’ Equazioni dzfermziali .

145. Si chiama Metodo inverso delle Tangenti
quello che insegna a trovar I cquazione d’una eur-
va in cui si conosca una proprictd qualunque dclle
tangenti . Cerchisi per es. la curva in cui la sun.
normale & costante ed == a. Poiche (43) I' espres-

sion generale di questa linea & Z,_Z, avremo y?i_ix

== ayydy =cdx ;¢ mtegrando » pér esprimere
che Ia propricta data conviene a tutti i punti della
curva, si ha § y*=ax, ciot y*=12a(x 4 C),
equazione alla parabola che risolve il problema pro.
posto. E'- ‘dunque chiato che questo Mezode eondu-
ce alla soluzione di equazioni differenziali che di.
consi del primo , del secondo cc. ordine se comtengo.
no le dnﬂ'crcnze prime, seconde ec; e son: pm lis
nears , quadratzche, subiche ec. se 'le wvariabili vi si
trovano alla prima, seconda, terza cc. dimen,
sione .

146. Sieno P, ,Qdue furziohi dl x y ; tute
te I'equazioni differenziali del prim ’ ordiné 2 due
variabili verranno rappresentate da Pdx - Qdy =o,
equazione integrabile 12 se P ¢ Q sieno funzioni di
x o di y sola , giaccht in tal caso ella diventa d y
== Xdx o dx = Ydy : anzi simili equazioni si
integrcranno quando pur fossero di wn qualuaque

$into

ordine ™™ | supposta dx o dy costante. Poiehd

da -—--X s1 ha

Ay
dx” — d el

fde-l—C'dz nuovod " e dn [ X

1-.:

= ﬁx Xdx 4 Cx

== Xdx, ed integrando,

x}l— 1
4 Cdx, ed mtcgrando ’




106 .
~4-C ec., ripetuta I operazione fiache si abbia y.
x? x?
s 1.2.3 3.4.%
-+ %TI — cc. in inf. , supposto ¥ non maggiore

3
di 1, differenziando si ha dy = (lf-; -+ ;f.‘.; -+

Cos} se debba sommarsi la serie y=

&
_x_z -+ cc. ) dx, e di nuovo differenziando, ddy =

5.

s . .
(x +.’§.— - '1):— -i-ec.)dx", ¢ differenziando una
terza volta, d%y == (1 4+ x* - x* 4~ ec.) dx? =
. dx3 Sy __
g o—x2’ vdx2 T geex??
(91)’ddy _i(==x)—I(1

dx> 2

dunque 1? ed integrando

%) senza costante,
ddy
dx — ae » o

, ed integrando (104) 4

perche x==o0 da y==o: 3?

Ax [(1 4= %) =—dx (1 - x)
]

‘dy — (1et=x)/ (142) 4 (1—2)  (3—X) 30 dy ==

dx ' 1 i Ay

dx (142) | (1) = d (=) (=) 4 nceqran.

do (w;;), y= ( 12-j'.x)zl(x--l-.a:)---(""x)zl(t

3
x _ .
.—x)—--z . Con questo metodo che dicesi delle 7i-

petute integrazioni, si_sommano tutte le serie “analo.

ghe a quella che abbiamo sommata. .
i147. 22 Si integrera I’ equazione Pdx~~Qdy
. yp dx . . ‘. .

=0 scéd— = .-;% (122). Spesso avviene perd

y . L e

che anche non avverandosi quella condizione, la

data differenziale pud integrarsi col solo moltiplicar-

la per un fattore 1doneo: cosl ¥dy——ydx 4+ xdx
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== o se si moltiplichi pcr‘% si integra facilmente
(27. 31). Sia dunque F il fattor cersato, e I’ equa.
zione diverrh FPdx - FQdy = ©, che suppo.

&(FP) _ d°(FQ)

nendosi ora integrabile , dark

. dy dx °
. . Yp Yy .
o differenziando , 2d + PLF_ F"x.Q,__ ,Qa’xF_-c’
dy dy dx dx

formula generale da cui si avrd F se si prenda per
F un’ idonea funzione di x e di y con esponenti

indeterminati , come F==xmyn ; ed m o, n 1 deters

mineranno col sostituir nella formula i valori di
F, P, Q e lore differenziali, ¢ con eguagliare 2
zero i termini omologhi. Cost data I equazione
20dx == 2bydx —— bxdy == 0, aVid P ==3a — by,

a’p : 0 avr
.E.y_._._-—zb, Q-.-_—_—’bx, === eb, ““;; =
N ‘

nxmyn=1, _J.;. = my" ¥m-1, ¢ sostituendo nella

formula, trovo (7 =2y =1 )bxmyr g 2anxmyn -«
&= 0. Eguaglio a zero i termini omologhi, ed ot-
tengo 1% m—2p—12=0: 2° 24s==0; dalla
seconda equazione rigavo. n == o, onde la prima da
m=1; duoque F=xy® ==, per cui moltipli-
cando la data equazione, si ha zaxdx—s3bxydx
m—bx*dy==o0, ed integrando, ax*> —byx*=C.

Si osservi 12 che lo stesso metodo ha luogo se
si voglia il fattore che rende esatta una data diffe.
renziale, come &y — ydx: 22 che se m, # si ab.
biano da una sola equazione, come da m= Rep1,y
#i potrk fare # == o e-anche prender per # un ne-
mero qualungue : 32 che non si ha fin qui regola
alcuna gerierale per dare ad F una forma adattaia sj
particalari bisogni, benché in certi casi sia facile di
determinarlo ; ed eccone il modo.
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dr
Supposto d F== Adx—+ Bdy onde — = 4,

Y )
F::: B (123), la trovata formula generale diverra

dy
Fa9P Fd*Q ., ad%  d*Q
-E;'-{—Bf— dx -—.A,Q_-.._O, Cloé-‘};-—.—a—

= )_Q,_;_._E{’ s dunque se il primo membrp di quest’

equazione sia funzione della sola » oode d Q==dQ,
lo sara anche il secondo ¢ percid anche F, ¢ si avra

dxd¥p . QdF ffdF,__
B=°,dF—Adx,TQ‘dQ=Ti —;,(-.
dxa”’P d . o
F)=f—;§-;— —j.,QTQ‘ (=-10), ¢ quindi F
. . dxd” P

== —-‘é—e R4Y . | Data per esempio, I equazione

rdx—-tydx - udy==o ove r, ¢y u son funzioni '

. <ayp _
della sola-w, sara Pz=r—t1y,Q=u, —— =24

| j tds

ed F= :T‘ ® . | fattore che rende esatta la da-
ta, ¢ che per I equazione xdy — ydx —= xdx == 0
accennata di sopra, si trova essere == f{ come di-

cemmo . :

E si noti che alla proposta rdx - tydx e udy
==z 0 si riduce anche I’ altra 7y® dx —p= tydx = 1dy ==0
dividendola per y* ¢ ponendo y*-"==z: vi si ridu.
cono anche delle equazioni pid complicate, ma non
dobbiamo allungarc: di pid. Intanto il metodo &
farticolare, ¢ percid qualor non riesca, si passa

'
«
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a saparar I equazione , ciok a dividerla in due mem.
bri, ciascun de’ quali contenga una sola wvariabile
con la sua differenziale . Anche questo metodo now
¢ generale : ecco alcuni casi in cui la scparazione

riesce .

148. Se P o= = XY, e Q== XY, essendo X, X
delle funzioni di x, ed Y, Y delle funzioni di Y.

x Y‘d
sara )_(_d... - —r-u » equazione scparata e ridotta

all’ mttgrazlone delle differengiali a una sola varias

bile .
149. Sc P ¢ ( son funzioni omogenee di x ¢

di 9, ciot se tutti i lor termini hanno lo stesse

numero di dimensioni di # ¢ di y, facendo 'f-::z,
‘ Yy

si vede fagilmentc che -%- sark una funzione 2 di
2. Onde si avia d24-Zdy =0, ovvero 2dy s .
 ydz = 2Zdy =0, ¢ separando si troveri Zd»z

da— .‘%{Z . Per esempio (aad--i‘lb}' Jidn=(mx

e d

=~ ny ) dy, facendo —:-:-.::z onde 2= ¥z, dx
— 2 e &y mi—n
ione wa 4 o (82 4=b)d2 : ;

viene L = s eyl equaszione facile a A
integrare (94 .98). -

" 150. Sia ota I'equaziomie genetale ax™y"dx? Axt dy?
dm bx""y"'dxp 1 4 cxm'}n"dxpkdyq" ~ ec. ==
.0 ove per la natura di tali equazioni si ha sem.
pre P‘l-'q "‘P'-I- q’-"p"+ q'== ec. : fatto y——zr,
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, . ¢ 0
ﬂ'bx""z'(”""l )= 2T L
” '
7 cx zr(n =+4q" )-—-q “d:.q - ec.=o0, €
sara omogenca se m-i-r(n-l-q)—-q._m—l—
n' +q)—q—m"+r(n”+q )"‘9" ecno clp®
se r=”f—q—m+q okl el L (P
n - —n—q n g —n~gq

Cosi I' equazione ay x"dx—{—bdx—!- cyxdx-q-
fx'y’dy—o da me=n==1, =n=o,m"'=

ni=1 ,m"=4 ,n' .—s,q:q-—q”—-o g"=

2 — 2'—'! 24
- 1—2 z—f-—n*—z
dunque fatte y==2"", si avrz 42" 2x*dx - bdx
-+ cz"xdx-i—fx" 2~*dz == e, equazione omo-
genea e percid integrabile (149) . Parimente I’ equa-
zione. a x> dx%* =4 baxdy? dx* dy* 4= cx’ y'“dx
dy4gatydyt=—mo dim=2,v=0,m'=n'"=
3,ml’__5,n”=-—u m¥=5,n""=u1,9=

2—3~42
o,q._...z,q._t,q _....4 ¢ pero e ——

3+z
A _2__;::-: 2 ‘-':4 ud —; dunque fatto y=z 81 avrd
'625ax3dx"+2sbx’z 'dx’dz +135cx’2"2dx%d 3
- gx* 272 d2* == o0 , equazione omegenea che fa.
cendo z3==ux ¢ dz=(s~u) dx, si riduce 2

. 2

(t-:;u) _i_zsb(tu-l-u) lzsc(u:-q-u) -+
625a4=—0: o» da questa si ha ¢ data per %, onde
supposta ¢=1U", da udx 4 xdu = (s +u)dx
dx du du . .
viene ? == - Del resto sy se¢ caluno dei
—q —m'q
-l-q —n==q
farcbbe conto, cio solamente mgmﬁcando che qua-
.Junque valore di » rende omogenei i xcrmmx d’ oc.

lcperor.__ =-=1;

. . © .
tottx d ec. dxvemssc—— y DON s& ne

de quel rotto risulta ; e se divenissero —.- tutti 1 fote



|

Iz
¢i, o andassero a zero tutti i boro numeérateri o de-
nominatori, ¢id indicherebbe che per separar le va«
riabili non vi & bisogno di metodo.

151. Passiamo ad altre equazioni, ¢ sicno da

integrarsi I y - PdeZ =o,IL y 4 Zd‘l—i'-_—l ove
2 » X sen funzioni di x. La L si integrerd riducens

dy dx d x
dola a -2 === "=, onde ly = o | =" _4IC
ola a p 7 y 7 -+

. —flx N
ed y=Ce . Nella 1L. si fark y==rz(r ¢

funzione di x ) ¢ avremo r2dX.~prdz 4-p2dr
== Xdx; onde potendosi dar tali valori ad »,2
ehe sia 11 rzdx-i-pzdr._.o, verra la 1V, prdz
= Xdx. Lalll. si integra come la I. ¢ viene

_f.“’_"_

r =e P e percio IV, ci di Xdx(=
| — [ .

prda)=pe p fl'z,z(=-’r'-)= Ceees

fd x da:_

fdx
¥ed y==e¢ f(
+C) Cou sc si abbia y—i————— ’ 33‘? I'-'—'

dy

=1, X=xtedy=¢ "./; xtdx—-Ce™¥

=Ce F e T [ F(xr—axet2)] (108) =
Ce % 4-x2 —2x-t2. Alla II. equazione si ri«

duce |° +P dy —I "+'col dividerla per y”""-
e far poi = u: z°y"'+'+ZL-=:Ir

y
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eol dividerla per y* e far qumdn s Rl
3° Xy dy-l-l'ym-]-' dx = X"ndx dlvxdendola
per X'dx , facendo }x..:-p,_‘f_r,_ ®Eq, ¢ trattane

==y

dola quindi come I'antecedente .
‘152. Ma sia I' equazion lineare del second’ or.

dine y-l-'dy -+ hld"y--'-o ove a,b,dx son co-
stanti . Fatto p=—= :—Z- ovvero m p-—";‘iy =aq(m
¢ indeterminata ) e sommata questa con la data,
viene L y = (af=m)p—{mdy— bdp) -};z_-o,
che potrebbe mtegram se la prima sua parte y —-

(a~-m)p o0 un suo b qualunque fosse I’ integrale del-
1a seconda mdy—bdp (31). Supponghiamolo dun.
que giaccht I'indeterminatn m lo permette, ¢ avre- -

‘ ’
mo }’+(¢+m)p__—.fmdy—-bdp) =y L bp

b
ende a-l-m._..-—; cll.m._---z—-__i: \/(.4.-& b) .

Fatta ora IIL y—l—(a-l—m)p-—u——y - b'eper-

¢id qudf—w ovvcrotmdu-—-mdy-—bdp,

Is L diverrk u\-"_'ii_’f_.o che ci di (151) IV,

x
u=Ce¢™, Quindi poiche dalla IL nascono due va-
lori m' ; m” di m che posti nella IV. ne danno due
u',u¥ di u, la HL si sciogliera nelle due y-i—(a-i—
m')pzu',y-i-(n-l-m")p::u” dalle quali si ha

BV y=@km)d=(atm)d - ooy g

m~m"'



Yo dei__o,sarha.,_s,b_ 5

. 2
onde per I3 . vjene m=— - =+

w' == — , m"== = 1; dungue per la IV, u’=C5%

S
ed #'=Ce™*, con che dalla V. si ottiene y =

6 (C¥aqmgCe™ ).

Di qui st ba la somma y di tutte Je serie tra.
’ y at A
X

230007 1.2,3...2F

1

scendenti della formia 1 «= ;

x3r
1.2.3...37 _ . ) ,
e ‘positivo. Si voglia la somma della serie y=1t
22 X .
-+ 2 4 ~= ec. : differen.
§-2 1.2. 7.4  1.2.3.4.5.6 i

. . : x3? x5
ziando abbiamo dy =(x 4 -+ +ec.)
] 123 1.2.3.4.

d x , e nuovamente diffcrenziando presa dx costan.
2 4

te, aldy:(‘l-i—?—.-i- x; + ec)dx*=yd x2,
2 2e3e4
dy

Si ha dunqqey—-?—;z:.:o, ove 2 =0 ,b= —

~}- ec. in infin., essendo ¥ numero intero

I,m=z=Vi,n=1,m"= -1 e percid y ==

fii;c'e’x‘ . Per determinar le costanti si osservi
che quando X == o, vienc y == C_: C-_—. 1,dy=
Ce"d_x,—- Cerd x = o; dunque ¢+ 0::(." =C
=1 cd; = i = et” 1 .

2 2e%
2

153. Se nella 1. equazione sia - =6, verra
’ P
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w ' a s ge
' == == — < ¢ quindi u'=u" nella IV., ed
[ ] .q .
y==~ nclla V., cio che non potrebbe avverarsi
o

se non fosse anche C=C'. Ora per determinar y
in questo caso, prendo X per la costante comune

. . a
ed w per un infinitesimo , € suppongo m'= — =
: 2
x
a "
A\
st == — —w; dunque ¥ =Ce = ...
2
2x - 25 . 40X
——— —_——'———‘-—.—_—
2w =2 , s al20—a
Ke = Ke ! )...._ o e o
2x x —2%
a W, ’Il w a
Ke (!+.__4'_"f__ M =Ce .....K2+
a{2w—a)

X ('S 4
+ 4

T s - a(2w—-a) K - 7( .’4wx )
—_—15 e 1 —_— o
Ke +a(2w+a) (7]
trascurando sempre w?,w? ec.: € poiché m'— m'=
ax

- — —

a-l-zxK'e a

2w, la V, ejuazione diverry y == ’

onde fatto K= C,y—? =C, viene y=(C—4"

2X

— —

a . . .
C'x e con le due costanti che I' equazione esi-

4dy 4ddy
+ d\ zsdxz

5% *

~ge. Cosi se si abbia y =0, sa-

\

Hha= 4:-, I:::;;- ed y=(C+C'x)e'
154 Nel modo stesso potranno integrarsi due
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equazioni 7’+“+%’—c=o,y+fx.+gd—‘?’=o

supposte a , b, f, g costanti ; poiche se la secondy
si moltiplichi per I’ indeterminata m ¢ si sommi con
Ia prima, verra (m—4-1)y4=(a—+fm)x 4 (gmdy

-+ bdx);;-t- == o ; onde fatto come sopra ( 153),

‘(m—l-t)y-i-(a—l-fm)x:.;;;f(‘gmdy—i-blx)
bx . s — .
=gy-—, si avrd m-l-!.._g,a-{—fm.._—m—- ed

) 2
a_m.__';_f_'izg—- m, equazione che determina m .
Quindi se sia (m—+1)y =4 (af-fm)x=n=ygy
-+ %—:f ¢ percio mdu=gmdy4-bdx, V equazio.

ne sommata diverry « +,m;ltu

== o e avremo, ab

z

solito u==€¢ ™. Il rimanente si fa come sopra
(152), c tutto cid ha luogo quando pur I' equazio-
bdx 4cdy __ y
T =0, y+dsi+
==0, trovandosi allora #=—=.....

ni fossero y 4= ax -
Pdx4-dy

————

Fd:
- Tde
_..f =
€e .
bd dy

- . ady
155. Sia anche I"equazione y -}~ -t e
=X ove X ¢ funzione di x. Tutto si fari come

sopra (152) , se non che I’ equazione che ivi dive.

. mdu \ mdu .
niva i - o, ¢ qui # - > €

AU — ’iilf..—_.-— X che integrata al solito (150}
m ’n‘

~
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da 1= m(C-i—-———f " de) Cosi aved,

dy _3ddy __
do 2x,sara a== —1,b=t
Y= 4d.\’-'_' ’ ’
1 T v
— 3 — = ——-&-1‘,m‘=—3~,m"=—-—'—,X::.2x,
2 2
2%

W= Ce'3 Fax4-3yu'= C'c»—zx—i-'-zx-—! ed

zx

y-———(C’ S% gy ) - (Ce 3 +2x43).

156 Questo metodo che a caglo'xe dell’ inde-
terminate m ec. introdotte nell’ equazioni, si chiama
dei Coefficienti Indeterminati , vale anche per I equa-

§21i10,
zioni hineari di un qualunque ordine # S0, e quali

sommate con un numero 7 — & d’ equaznom P —=
mdy __ kdp gdq :
Ll =0,k ._.__..=d r=—=&~2 =0 €C. ;
.d-¥' q ’g dx ?
sl lotegreranno coa la stessa facilita, fuorche quan-
do y ha un coeffizicute g =0, o I equazione si
n
riduce a j—':' == X, che per altra via si & gia in-
p
tegrata (146): il giro perd sard in queste pid lun«
go attese ' equazioni #— 1 da cui debbon dedursi
1 valori dell’ indeterminate £, g ec. dati per m, €

sinio .o .
dalla cul nsoluzqone

quelle del grado (n —_—1)

dlpcn"lono wl ym?,m' ec. ¢ quindi ', u”, 4"’ ecs
L’ equazioni che non hanoo la forma delle preges
denti, o non possono affatto 1ategrarsi o esigono
delle aruhcno»e sostituzioni per separarne le variabi-
li. D’ord:nario si sostituisce con fiutto eguagliando

ad una nuova varisbile i termini che ammctioao

integrazione : m- non vi & regola geaerale per so.’

\
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Stitdire , & poiche il molto esercizio supphsce? m
questi casi alic regole, porremo qui var esemp)
di sostituzioni con cui si giunge a sepirar le varia.
bili in diverse equazioni del primo e second ordi.
ne . -ove X, Y csprimon sempre una funzxone di x
odiy.

1. x2dx? 4 axydxdy = bdy?: compzendo i qua-

drato si ha (xdx + 19 2“( + b)dy?, ed

estraendo  la radice, xrlx:: :—5-' [\/ (a2y>4-4b) —

d
Y1 II. 4a’x’dx -+ 4a2bxdx 4 gabyxdx 4« 206y dx
Izzyzdx— ab? dy =0, Osservo che I'equaz: on(‘:
puod scriversi cosi: (zax =+ by 4= ab )2dx —a?b%dx
= ab?dy = o; € supposto (2ax ~-by ab)*dx ==0v;

2ax
verrebbe y == — —= —a. Faccio dunque y ==z —

ax 2udx . .
g—b— —a,dy== dz — — s ¢ sostituendo e ridu-
)

. , abdz
tendo ; viene dx._d—z——?; ;

I — 2%dx — 3yx?dx == 3y 2adx — 3y -
x°dy 4 a%dy == 0. Osscrvo che supposto 3ydx{ y
— x )==o0, verrebbe y = x, il che si avrebbe an:
che dall’ equazioni combinate = dx (a? —+—y J=o,
dy (x*® 4 a* )=o. Faceio dunque y==2z2+ x, dy
= dz 4~ dx, ¢ sostitvendo ¢ riducendo, viene
dz __  dx '
2?2 a0
1V. x2dx +xyzly ~+yidx = Xdx; fatto xy=—z,
si ha 2dz =(X — x*)xdx .
V. 2ydy —i—xdy ~+ ydx = (a+x+y) Ydy;
fatto x -y ==z, viene jdz 4~z2dy ==(a +2) ¥Ydy:.

. Ydy Yd
fatto y2==u, viene du .._u——l-—- —‘-aYd_) fatto g’l
Y

A
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nsg

] dq , viene qdu—;_"dq = a};{y : fatto -g— =p, vie
q

. : Y
ne infine dp == E—q—di .
ex2dx - xydy ~+~ydx __ xdx =4 ydy

xtxitpat @i y?)
3(xdz —3dx) __ dz

¢

VI

fatto x2 4-y2 =—2%, viene

"—I—a‘ = -.l— \] .
Ydy ._.a}"d - —: fatto a¥'dy = —d—z—,

2z
Ydy
: f“.to ;— = p, viene —

Vlh. (x+y)’dy—-azdx : fatto x4y =3z,

22ds
T3
a’dx
IX. = — == bydx = aydy fatto bx —ay =
a%dp
y

si ha 2% (dz—~dx) =a%dx, ciot dx=

-

a2, viene bxdz — azdz + —x—: fatto 2dz =

viese bxdge="% (pix A 2d) , fy0 px=u, viene

bdz . a3du b
7_ ur o
x —xmdx _ ( -t Yoydx _ (m—1)y*dx
a®-X X
=ydy, cioe —: xdx + (m+;)bydx =y (‘32 —
m-1)d
( x ) x): fatto ly— (m—=1)Ix=Ip, y=

pxm 1, vxene_x +(m+x)bpx'"dx__
pxz.m""?dp,. cioe m'.,.z( (= (m1)a" 'bp)
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m__ T d au- lpdp
== pdp , cioé = (m_._‘)am_,;?_[

XI. mydx —=nxdy =y"dy ovvero xy (-—;- —te
-'-'ﬂ/- =y"dy : fatto mix ~=nly ==1lp, xmyn=P,
Y L rmbtn—-m

4|
| T=y " .
ymp o vde r"
xay=—yox 2. 12, —_—

XIL Ot = V [dx? 4= dy )‘.{zfatto x=

— — 2 . . —

PR y=pV(1—2 Lvnncyw‘dﬁq—dfu—; 5
= p: fatto dz==udp, quadrando, sostituendo il va..

viene Pn__i? =y T 'y, ciot =

: dz
lor di w= — ed estraendo la radice , viene

ds pdp
Vv(1i—2z2)— V(“—P) .
XIIIl. aydy — y?dx ~ x2dx ciod xzdx =
¥y (—= ady —dx): fatto aly —x =1, 2 =32,
. _; ) _ 3 zx
= 2", viene x dx_.z__: dz, ciok ... . .

alk

“x2dx d2

. .
2x ea-3
a
.
O 1 2

, ,
XIV. dy = F0 L2 fato x* — a2

=3z? » Y =0r3, dy=zdp+pdz~zdp+ p.\:ix ,

. X . 3
viene zdp + ’"zdx= px:r- 2%p dx, cioé d‘:

(a —-x’)dx

x2
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VV ’d\ —\’ydy

(yzdx -'.xyd) dx -y
2 =2 onde x==yz e dx = ydz -+ 2dy , si ha
y y?
dz

Wy*da® ——zzdy —+dy?)™
cendo allo stesto denominatore e separanda , viene
(jz’- Y2dy? ciod — ds _ Xdy
122 Ty —Y2 )23 V(=2)"yyyi-Y)"

XVL 2y*dyddy V xy = y2dy* ¥ ;’-‘- = dx* (ydx

’dy")'— = Y:fatte

=Y ; quadrando, ridu-

— xdy) ove dx & costante : fatto X =z, viene
ydy* —dx*(2V2+4C).
yx2dx? .
XVII. xddx - dx* == — 3 ove dy ¢ co-

B . . 3d
stante : fatto xdx=—24dy, viene azzz-_-;-—ydy.

XVIIL o®"dy" "1 dy =Y dx™ ove & cos
stante dx: fatto dy =zdx, viene a° 72" ' d3z
=VYdy.

XIX, a/lxdy—'-(znddx—-zxddx—' zdzly
Vx —dx*)(a—x)Vx: se si faccia qa — x=1p>

adxdz dpdz v x
€ dy =pdz, viene YOE; 2 pddax — PRV

—ddzyx— —:—C-)—, ciot posto il valor di =5
£
dxdz
2/ X

2
pddx--dz—P— il cui mtcgrazc edzaVx=pdx cioe

Pr4x e di dx=-#-zpdp ddz\ x4+ —

p’d x

pdz(=dy)= +C
XX de —mdy -nydlly:-_-o ove dx
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” m

& costante: fatto dx = 2y”dy onde o=y"dyd>

.m-—n m ‘
+ 22y * dy*+ay"ddy, ciot nyddy =
am—n_
— mdy*— nyf?—‘-lj, viene ¥y " dy=—
. ‘ _
ndz 4.1 V n :
29 =) 4y am—n ‘

zﬁry B dy4-C)

157. Del resto dal non potersi separar le va.
riabili non bisogna dedorre che I equazione non &
integrabile: ve ne sono alcune che ricusando in cer-
“ti casi la separazione, posson generalmente integrar-
si; e tale ¢ la famosa Equazione del Conte Riccati
dy=—ax™dx 4 by*dx, sopra cui lasceremo.che
st consulti il Calcolo Integrale di Le Scur e lacquier.
Ecco ora dei "problemi sul metodo inverso delle
tangenti .

Prosr.- L. Trovar la curva la cui suttangente
ydx _ mx ndx

~— == —=. Si avra dunque separando, —= =
dy n x

——. , e integrando , nIx==mly +[C; fatto dun.
que x =y ==c, sard [C=(n —=m)/lc, onde )" ==
xtcmn, equazione cercata.

1L Qual ¢ la curva che ha per suttangente
y(lx= a® + x? # Si avra dy . xdx

T e

dy x R 2 a®—+x2

tegrando , ly::l(a2+x2)z+lC=,=lC(az-+-

x")"‘,bnde_y:CV(n’—}-—x’): fatto x == o,
, ) )

~

ed in.
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divien costante I ordmata y=Ca=b, onde C ==

.If. ; percio y* =< 72-_- (8* 4+ x%), cquazione all’

1 perbola

at.

42,

43.

1L Qual ¢ la curva in cui lo spazio 4 B M=

MAMQ? si ha dunquc__f;cdy—._ﬁdx (132),
n
mdy ndf ™

y '—x ’ —

IV. Trovar Ia curva BM il cui spazio A BMP

eguagli I’arco BM moluplicato per una costante a,
ondcﬁdx:af\/(dx’+dy ). Dunque "—{;

=‘T/(_ydy£15 ; ed integrando, i—:l-; I

\/(y‘ —a*)]1(97).

Trovar la curva AM, in cui il raggio
osculatore MC""_E MN. Poiche MO: MC: :

MP ; MN, supposta d x costante , sara (§1) lnn__y

__ dx*4-dy?*
w—dd;l/ '

ovvero f-ydly J-dx? 4 dy?

. == 0. Per integrare, sia dx =pdy e differenzian.

do,ddy = — 4239 ¢ sostituendo nell’ equazione ,

ndy __ __‘IP__.__-'d ‘ Yy ?
my . pipran’ ueate “c:——ll_/-—(p"_—lq-—T;
\ " n
e 1R -4 m ]
(31),p= — ,cdx=———'—ydy , &
vem-y" V(m—y")

questa-¢ I’ equazione dnﬁ'crcnzlalc del primo ordine
della curva cercata .

Se n=1m, si ha dx—--*—ydy(c"—-y )
ed x=¢ --\/(c —y?), equazione al circplo. Se
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m==14,si ha dx = ’:‘:(‘%:\% sy equazione alla
cicloide .

VI. Trovat la corva B M tale che conducendo
per I'origine 4 dell’ asc:s«; la retta 4O che faccia
coll’asse un angolo di 45°, stia sempre I ordinata
PM alla suttangente PT:: una linea data a:0M.
Dunque dy:dx::a: y—x,¢ adx==(y—x)dy.
Sia y—x=ze 51 avia dx::dy-a—dz, onde so-

stituendo nell’ cquazlonc, ? ——

y < (.

———

ed x=y—a-+Ce =, che potea troVarsi anche
per i numeri -5: e 132. La minimaz ordinata BD

a aan
si ha f;cendo Tx = = -__..oo(6o) ¢ allora x =¥

' -—al—-=BD—-AD Lo spazio DBMP-—PQ-—-
DC—-BCQM,:::xy—-azlzg-‘-A xdy (131).
)

Ora/;cdy-'_-sfydy—-ady-q-Ce dyy=¢
")

— —

i

44

\

42— 4y —aCe: ® (108), ¢ sostiwendo in
2 .. ) . ‘

~ e —

—ay il. valor dx y—-x—l-a—-.Ce ?, verrd
f;cdy C’+y -—ax-—al: ma quando lo spa-

zio BC,Q_M SVamsce, si ba y-—AC-—-al—‘—-' ed

nz

x=CB ::ul-:- , nndg C’—-a2+a’1_c_ —_—

2
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. 3 ; 2
2 _% ; dunqueﬁdy == Z’_ —ax -i-uzl_ac_.-n'_"-..

~
-~

C . »? , a
12 ; , ed infine DBMP::x_y...T +gx.'...azl_(_:_

-+ % 12 z
. V[l I‘ rovar la curva: M che faccia per tutto
coll’ ordinata PAf wn angolo EMP o TMP pro

porznonale all’ ascisa 4 P, che sara percio ™ delt’
arca o angolo TMP .-

Si avrd dunque TMP—“.,.H_, ey: yix itnd
dhnquc 4 :a:.-il-”_ cot X =
m . m

413 ' » .
1211 m A X .
——— e perdy = C 4 mlsen —  equazio,

sen m
s S o .
ne che nel caso di y=x'o dando /fien — o —~-
c _
- Cle m ,
::-__-,cnoém-ﬁ::: » € PO X1 X Arte
m . .
c
di civcolo il cui sevo. £ .o f(r vedere, che Ia cutva

incontra la linea dcllascisse 'in punti E F, B, F ec.

tali , che [sen -~ = — =, ed x eguaglia m moltis
m n

s p SR S et c

— p—

plrcata per tutti gh arcin i cui sdai sono ==e¢ ™,

Ora il aumero di guesti archl ¢ infinito; poiche se
il primo & 2, quelli che avraono lo ‘stesso seno sa-

ranug a4 € ~=a2,20 ma3,3C =g ,4C4a,§Cc—a,

¢. : quindi le distanze a cui la curva incontrerd la

\




1 £
linea dell’ ascisse , saranno esppesse per mn,m(cs_
a),m(ac+4a),m(gc——a) ec, Presa dunque
AE=ma, AF =mc—ma, AL =1mc+4ma,
AF ==gmc—ma ec., 51 avranno i valoti positi-
vi di x. Si troveranne parimente i suoi valori ne.
gativi, cio® le ascisse prese verso la sinistra di 4§,

e si vedra inoltre che gli intervalli 2F, E'F ec.
sont eguali , ,

Fatto ora _’j%'. == cot ": =z o per avere il mas-

simo, sark e X =i 1, e i valori cha saddisfanno
_ m .
nel senso positivo a quest’ equazione, preso @ =%
¢ . .
90° :-z- nella serie a4,¢ <~ a,3c <a ec., s0n0

X 1 X R'Y X 18 B
—-._-—_‘-__c,'_:ic’_-—. 2_‘- _.*——L_._C’:c.
m

m 2 a2 'm” 3 'm°” 3
. . X x .
¢ poieht in questo caso sen — =21 ¢ {son — e,
m .
i ha ¥ == C; onde ai punti pitt elevati. C,C en. I¢
ordinate son eguali fra loro ed alla costante.

Se nell’ equazione y = C—l-"lxe;‘z""ﬁ si faccia
x
nn'"a-:'::e, sard gy o= Codor Jo 2 O st 00 =i im0
OVVEro — y == @ 4 € perd, a tutti gli archi o asciss
se # che danno sen® % 3= o, corrisponde un’ ordis
m

nata negativa = y che ‘¢ infinita o asiptoto della
curva i ora quest archi sqno ¥ ==Q,x == D= cm,
¥ === 2cm ec. in iofinito j dunque la curva ha
va numero infinita d’ asintoti perpendicolari all’ as-
se. Il primo passa per I origine dell’ asgjsse ove
n=o0 ed ¢ AS, il secondo passa per D aila di
stanza f D =cm, th-terzo: ad una distanza- A D’

F"Gl

45

==2AD==2cm cc. Lo stesso & nel senso nega.

tiVO.' P s
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Prima di passare ad altro proporremo alkctin?

Problemi sopra i due Calcoli Differenziale ed Inte-
grale .

398. I. Data una Curva di nota tangente ¢
presa in ogni sua ordinata una media proporzionale
tra I’ ordinata stessa ¢ la corrispondente ascissa ,
condur la tangente alla nuova Curva che passa per
I’ estremita delle medie proporzionali. Ris. Se x, y
sieno le coordinate della curva data e 2 I ordinata
della ,ouova curva, Ia sua suttangente sarx, ... .

aztdx

xdy-Fydx _
rabola o wn circolo del raggio a, diviene ﬁ;i o
]

, che essendo la data curva o una pa-

4ax =2 x%

ja—ax
139. II, Trovare il punto di flesso contrario
. » ’ . —_— ‘__a.f—.—-‘_ . is. .
nella curva del’ equazione y = e Ris. il

punto cercato corrisponde all’ erdinata che ha per
. . B o
ascissa x = — .
4

: !60 HIL Qual’e Ia linca retta che con due da-
te forma’ il mangolo massimo ?  Ris. L' ipotennsa 5
cioe il triangolo massimo & 1l rettangoio.

161. 1V. Qnal ¢ if massiho det triangoli iscrite
~ tibili in ua dato circolo e sbpra upa cerda data ?
Ris. L’1soscele.

162. V. Di una data superﬁue ab formare un
rettangolo x 2 che abbia il minimo perimetro. Ris.
Si troverd x = z2=+v ab. -

163. VI Di una data superficie a5 formare un

rettangolo xz, tre de’cui lati abbiano ‘it minimo
T |

. . ab
perimetro ., Ris. Si troverk. x ==y 2 — T V 2ab.

164. VIL. Qual & il minimo dei quadrati iscrit-
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¢ibili in un dato quadrato? Ris. Se a sia il lato del

o2
dato, qucllo del minimo si troverd v £-.
2

165. VIIL Qual ¢ il massimo in superficie con-
vessa di tutti i cilindri isertttibili in una data sfera?
Ris. Se 2ar sia il diametro della sfera, quelo della
base del massimo cilindro rara rv 2.

166. IX. Qual deve essere il rapporto tra il
diametro della base e I'altezza d’una Misura cilin.
drica di data capacith affinché la sua svperficie inte-
riore sia un minimo? Ris. Il rapporto dee essere di
2:1, come si trovd sopra (1§9).

167. X. Qual & il massimo dei eilindri iscrittie
bili in un cono dato ? Ris. Se 2¢ sia il diametro
della base del coro, quella del cilindro cercato

s : ac
avra per diametro =

168. XI. Determinare il valer dei rotti 1°
b(a—x)2 11— sen X =4=cos x
(a—-x) SERn X =j= COS X = §

quando x=a; 2°

quando x == 90° ; 3° IL" quando x = 1; 4°.

x* —-x ) . . ..
prpm————" quando » = 1. Ris. I valori cercati si

troveranno b, 1,=—1,=—12.

169. XII. Integrare -—,—— pol "jz.’ —65

l(z—c) I(c2 cz+z")
=T3¢ 6e +0V 3 X are. tang
2z ~t+c
v 3 +C.

170. XIIL Intcgrare yxdx posto y==V(2ax

g ; V (2ax—x2)?
-x"). -Rxs.ﬁxdx=a yd % — —
_dx
vV (1—x%)?"""

7. XIV. Integrar le formule
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dx --dv ___adx ‘ -
;fz(:ix;z’;) V (bx - %) dl\\/m—-’?"—)"
—‘7'(;;:.—”‘). Ris. 1° v(l_.?—)....arc. sen x 3 2°

—\—/—-(-’;a—d;:——:x—f—)=arc. cos(l-—_—-); 3% oL,
”ﬂ;:,;_%vx’-)_ arc. cos( —b— —_1); 4% ..... .

adx ——arc. sennv. %X in un circolo dcl
ﬁV(ax I = rage
e . o adx—xdx 2
gio Ve = Ve —) +
- a
grc. senv. % in un circolo del raggio 3"

172. XV. Integrar (T:EF;?é)_i suppbs'to b<t.

) de bsenQ
‘R“"/‘n---bcoscp)z (1= )1 —b: oup)+ D
(x<-b)seng
TR GV (1o
© 173. XVL Integrar le formule X*d xsen x, -

2" dxcos x . Ris. n,ﬁ dxsemxe= —&" cos x

n-—1 " —

nx :enx-i—n(n—-:)*x
:)'x” -'3s_ém x—n(n~=1)(r—2) (n— 3).7:“ 4005 x -

: < n n
e . — z?ﬁc dx cosx ==X sen x

€05 KXottt J(11—

1 o2

+nxn—lcosx—-n(n——l)x senx<—n(n —

g)(n..—z)x —3 COsxc~—fn .y ., R
: prese alkarnativamsate in ambcdue i casi sen x

¢ cos x fino al termine ave si trova x " col qua-
le ¢ compita |’integrazione.
174 XV Quadrar la curva dell cquazlonc



: . . 129
yuwa-l-x.lihﬁlxz 0. O‘io:‘0‘~ [ ] L ]

im “, ‘ mj.' 'l ': T ,I-':
m{(a+x) " —e.* ] )
m"""l —yr T —— ¢

175. XVIH. Quadrare ¢ remﬁcar la curva tra
scendente dell’ equazione dx ==k - dy V(.; —y 29,

Ris. Lo, spasio asintotico ed mgimtumcme .lungo
comprcso dalla curva ¢ dal sto asintoto . eguaglia il
quadrante d’un circolo del raggio a : un suo arco
qualunque eguaglia la corrispondeate ascissa d’ una
logaritmica’ che cominci dal vertice, dclh cyrva ed
‘abbia a per suttangente.

176. XIX. Retuficar: ia; curya. dell .equazione

o adx
1’ V(sax-o—-ﬂ) f\/(da: -l-d;y )=

V (28x 4 x%).
. 177 XX Misurar ¥ intero solido prodotto dal.
Ia' rivoluzica ' della clssorde fntorno st diamétro del
suo circale, gepitore " Rig, JI splido ¢ ¢ infinto.., |
. 178. XXL. Misurhr la superficie” del : ,solido’ ges
nerata dalla rivoluzione ititerno)’ alP: asmtotb dello
spazio’ asintotico ed infinitamente hingo del 0% 175,
Ris.  La superﬁcle cguagha ll cu‘colo del ra\ggm
aVz -
. 1295 XXH. M»surar . gol:dnga P Ia superficie
convessa dell’ unghia cilindrica formata dal tagllo.
-obliquo d un cilindro, retto in _g;odo che la sezione
passi per il centro dclla base. Ris. Se sia # il rag-
“gio dclla basc del cxlmdro al altezza dell unghja,
8¢ -ne trovcri la pohduh ..,,.?.-,.—-‘:' € la supcrﬁcle
‘==2ar. "'
180 XXlkI Trovar k*cuwa h eui ahgcme &’
SRR et

"\ T

-9
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costante¢ ed == a. Ris. L’ equazione dclla curva cer.

cata sarh dx=+ ‘fzv(a! lv_y") e oe-

181, XXIV Trovu 13 curva la cui suttangea-
x*

te & ey ayz—t-y’x Rir: L cquaz;ene e yi=zx
’_M ‘ ’ / 4 'u'.'s-‘
$Cre 20% v x
182 YXV Trovar Ia curva ha cul santormale
¢ xy‘-l-bx" Ris. quuazfoncpy :z:C“(b-i— .
’ HERPEC S AL BN 0 -

A N o

T 18; XXVI. Trovar la curva la cux area ¢ X ’_‘.‘
Ris. Lq cul‘n‘ ¢ una puabdl. - Ca e

V-t R '

Dell lntcgraz:one ddl' Equazwm e Dxﬁrmze ﬁmte.

. !84 Sneuo lcquazmai lmcaﬁ dcl prim’ ordmc
1*.y+3Ly—-é rI.I*x''.y-}-"f’—’f.—....-'X ‘ove dx'ze x
«2) ¢ p, X gon:fuszigni: di ¥ . Fer iqeegear. la 1.,
pncc;_a b dy fosse naﬁmmrmo # avrehbe ¥y =5-
[ o4 A fe s
P (51), prendo y—e ed ho y-l-ByF-

e u*a“(s), By-—e (ca” =), %—‘e Y 1 ==

L P &r._/(’.-— n”@d u:ti(l——*—-) yct:
oy

cu'—-eal('-—"’ *C Pcr mtegrar la seconda

equazione', fatto cogre sopra {181 )y&n. avremo

By = r82 + 28r -+ ¥dz . e I equazione si .Langiera

JE3LY mﬂmrranmﬁndwﬁxﬁzml ygnde. 3¢ sia sl
selio (15.) 1U1* .73 p2dr = ¢, verra Vs . prédz
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o pirlin == X. La IIL. si integea come Ia I e si

ha re=tlC1— )ed r+8r_.c'{(' - _) -+
3'1(1-‘-7) l(l -l-w-*)~+~l(l-~——):=
e&z(x_-a}) I(1 =

=z (32) (1= ..)e"""?‘r_)'

pércid lalV. ci d‘aha:p‘r:sr)‘: X —

DN _')'ol(l———)~

¢ 2=C-¢ X =:—y-,ondc y =t
| S (p~1)e ol (1= --) |
e’l("'-‘::)(c-[-a X - )

(?._')'al(i -5)

188, Poicbé Ia somma ¢ di tutti i wvalori di

I(x--;-) dlpende da x di cui 1.-= — ¥ funzione

(184), «d 1_8(x-x+x—2+x—-; ec.)

(4), §i avrd ol(1 — ;)col cangiar successivamente

xms-—-—a,mx—-z.mx-‘a mg,mz,
M 1 e col prender la somma dei log'mtml di queste.
quaotica o il logaritmo del loro. prodotto che chiamo

(- -}-’-) Quindi chuaz:one III. di sopra di

berrX integrandola r2=e¢ ”‘(' ) s #( t --;;-),
¢ chiamando p' il temnne'chc viege immediatarmen-
te dopo p nella seric ec. p, p, pr ec., dark r +37

-—n(x—-?), ' denque-8z = e g

P JT(!---"‘)

PR



o ok ( 1
E(tew— T
p2(i=x) L
a(zﬁ-{-—x):so.saripﬂx—lil,la-‘!-:--—'-—-'i
P X =1
S ¢ Xx=—1 X—2 X=—3 . 1
n | o e = — o A ea T TR K . -
( ) .‘-;' Xwo—=g X—3 3:2 ltx’
. 1 X1 1 -
P =Nt3, “f;f=x+z.ﬂ(!-—"-r)ﬂ‘
N < . X e ¢ X =g ) '..'*_- .
x_*-'o < s x_l...'.g.z.l::: o’ Cd x:ﬂ

n—a'(nx.-p-])," onde _’y=-;—(c--‘-"“(4"+‘))

—— %(C - g )(D)= .E- - 2% Pariﬁientc data

J';"—‘-fy +g, atteso y'==y 3y (2), i avri'y =
il — £ et LA

T::?\“‘" ,_‘f’ onde P-—-‘ t-—f’ T e — —f‘t
1 —;’; =" x_-:—.;—f_—f». ed y=nf(C+o —"5—;—,'—)5_
ove supposta f costante , saranno xif, r'tf‘ dei pro.
dotti f», fa< 1 di f moltiplicata per se stessa taoté
volte 1, n <=3 quanti sono i termini che precedorid

¥+ 5 nella setie ec. "y, %, s ¥, Y ec., ed in tal
caso'si ayra y= f*( C'P’tf}'_"!F? )3 e'se sia“Costante

l.nch'é & il rimanent'c 'idce‘gr'ale ) fTéﬁ esprimerii Ia
. .. »‘f"—! s e -1
somma s della T g ica =9
; 2 : le) .e t p\rongJ s;sion gfo?eft cx f'
f-r,r:-, cer ciot Ia somma di tuti A valod che s

. . 1 : S . ’ .
hanno da j'-,r;;‘ cangiando successivamente » In x
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mat, bas2..:.3,3, 05 si avih dunque allofa y =3
cpradlfi=y .

- f-'- 't . ' o ..

Pud “sciogliersi con questo metodo il Problema
seguente. Data al frueto seaiplice di m per ¢ usa
sorte p, risolvo di consumar in ¢ anni e sorte ¢
frutti, spendénds annbalmente un’ egual “somma.
Cerco la somma % che potrd spendere -ogn’ anno :

- Suppongo che nell' anno 5" la sorte sia-
fidotta ad y onde tra sorte e frutti si abbia y (1=
in )4 e giaschd in quest’anno si spende x, la sorte
nel seguente anno |# 4= l)sz:;io sarz Y == (m-1)y
i— x, tquaziene da-citi §i ha f2zmuy, g=sa
x, cd essendo x eostante, y == C(m—p=1 ).,

5((m ) = ] : ta quaﬁdb gli anni sono sty
si ha la sorte y == p; durique p == C(m—=1) =¥,

A N B
c=2hlty =2 f(p- St
Or tutto vuol consumaisi regli anni %==#, € per.
¢id nell’ gnno 11 =t s+ 3 dee aversi y = o dunque
® ::%-}- (p-—..s_)(ﬁq&x )‘ e la ;ékiilhé":eéi'i
cata x=?’5-_(_‘:”-1:;"_;):¢ S

186. Sia anche I'equazion,. lineare del feéopdt
brdine y a8y <4 b8y =& in ew 2,4 son coa
stanti ¢ 3w == 1. Secondo it metodo dei codfficienti
indeterminati.(1y2): pongo..mp. .8y 2=l esams
tate Je due-equazioni, viene I*, y<t-(d~m)p—
m8y K bSp==X. Suppdsto “al’ solito (152) y ==

(avtrm)p= .;:_'-a‘(mb_y .-dxpf.—_—:y p ‘%,‘ abbiae

mo’ a+m== :—;; con che-si . determining i. valori
', m* di m.(152) ; ¢ fatto I+, y “+(a -+ "')}:
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= u='y_— —L’;’l,e percido $u= 3y ~ 2:'—2 ovve-
g0 mSu=—=m3y — b3p, la 1 equazione diverrit
4 —m3u==X che ci di (188) ¥=7 (1~ — |

(€omo- =4 }; onde fatta la costante

m.!r(l-i—-:?)

yopt==he perd me= ——, i avik w=h"(C
m he=—1x
‘-_-(b—!.)a_-h—g_,_—‘) (185), e se¢ anche X fosse

" gostante , verrebbe # == (C=—( b-—"ll)x*'-ﬁ-l_ﬁ)

= Ch*— X (b ==1) (185). Posti pertanto in

questi i due valori m',m" di m o bt ,b"di b,

si avranno i'd,ue u"yu* di u, ¢ quindi al solito
PV 3 ) AU v - ‘

(gt Y —Cok w0 (1g2). |

E' evidente che I equazioni simifi del terzo',

y==

quarto. .. ordine si possen risolvere con lo stes
. 80 _mctodo (154 .156).

187. Bisogna eccettuarne at solito (156) I'ed
quazione gp~+ady—53y ... o3 y= X quan
8o si ha g==0, o resta. solamence wp’ y = X: ma
“ia quest’ wltimo case pud applicarsi alie - differenze
fioite il emetodo delle” ripetute integragtoai (146) -
- Supponghiamo per brvitz o x=1 ,7=2», X=o0,

¢ Hov'ri}‘;ip;egljais'i; 8y =0 ovyer %;—g ==0: dun«
. O'd‘by__::’ ) §? _ a0
o P2 = e, 0 Sl ot et
3, 92 S 2,
%%' & g»;{.-.-_»cs:c 4 1-1-0:“.’(7) Cx-p< ','o _383(_
q" Te ¢ 2 . Vo v

y - r LY
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-—ch.x-]-C'S» 30089' T—:C:xax-l-

C'3x01+C’—-(z) c(* -I- Cx-C*, 03y

' —-—G:‘n(x ’_ x )+3xC'x + C”xx, 4° 68y =
‘y—Chro....—-chc T-}-C'luuu—i- Ci¥xox

-+ (z)C(————+—) C(" :"‘)-i-

C(ﬁ—'—x )+C” +Cv' (C'—C)x“

-+(._ __.C_+C")x+cv-
188 Si ha 'di qui Ia teodda di varie specie di
Sene chorrmtx ma noi Ci hmucremo alle pn‘x’ seme.
H az

ph(::. Gia si sa che lcquazmne ..5-.-—*—__._5:.-1
+Bx+ C':t:z ec, si riduce a : S !

[ a2 A 42 Bx+-a?Cx? -|-asz’+o’Ex"+ec.
o= --a’—i-zalx-}-zaﬂx +zaCx’+24Dx":+cc .
— Ax — B x? e Cx* -—cc

ci dqc p;mu cocfﬁc:entl 1{ B si determinano da]l
;quazlon, q’A — a*= o], a’Bx-l— zan— Q:

ngmrdo-agh #lsi €, B, E e, si ba cen 2B

-+ —‘t' "":C-i- QB E= ":D-!- f_-ec.
. . .. - ;
. d ondc la Jene ricarrente l-.- fa_’.‘- -4 51-’;— — .0
2
8

12007 - 29! €C. T e ———y
al a* ¢’-0—zax-~x

s . TOMQ gm:tore

" della 'sci‘fe Ora le costanti quanuté

it
‘dal,c‘u:':pmdgua nei- rospettivi qoeffigienti B, L @
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c, ?8 0.D, € che precedono, nasce cinscuno dei
cocﬁic:cnn C D, E ec. che seguono, si chiama
scpla di rcla:uaue, e,d ¢ Tacile osseyvare ¢9, .che la
scala di relazione é formata dai cosfficiensi che ba In
Sarighile el deworsinasoyc ordinaso del rosto g&'i)ore .
prm con segni contyary e divisi per i termini ca.rtantx :
8% che per avere il cosfficiense -di: un. nuoves sermine
della servie bisogna moleiplicxr [ ultimo. gia srovaso per
il primo terniine -dells scala di. relasione , il pehultimno
per il secondo ec. X e far Ia samma d: tygto . -Cosi il
‘rotto - 1=z 22 si cangla nella senc tofr 22 e

1—3— 3%¢—4=3° "

321 3274 42 52" - 627 - 627 +ratec, la
cui scala di relazione «a;a L, Oy fr@, =1,
—1,e supposti trovati i primi cinque. eocﬂimenn
¥,2,3,344, per avere il sesto, il settimo ec. ,
st fad 1.440.3~40Q.3~ 1.2 1,12 coef-
ficiente ‘del sesto’ termine , 1.540.4=0.3 4
1.3 v=1.2=6, cocfliciente del settimo ec.

.189. Data dunque una serie ricorrente fof-gx
-l—bx”-{-kx‘ -ec. con la scala di relazione p, =
'q,+ 7 cc, la sua somma all'infinito sara’ wo rotia
gcmtore s+ tx+ L e’c. di cui fa scala di
- 1~px—qx*—rx? cc.

_telazione gia sommxmstra il denommatorc (188)
“Per avere 1 cocfficiénti s, #, u , ec. del’ numcratorc,
“si divida :-l-tx-}-»ux‘ cc per 1 w—pX.—~gx?* ec,
e paragonando il quoziente s« (# +ps)x+(u+
g5 4= ptH-p2s)x* ec. con la seric data:,,si. avra
s=f,t=g—pfru=h—pg~—qf, ec. ; dun.
-que {a somma ceroata' sad . . ., . ‘e
f—i-(g--pf)v—o-(h-pg q.f) x2 eac, R

1 =P X qx’-—rx’ ec. -Cgsl e la

2%
aene sna 1 - T -+ sx .ec., ¢ la scala di .relae

-

v mone T ,q---,-, awrcqoxf::u ,g::::,—-—-s,ﬁa.-.
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[ . 3 PR ¢ 1 ]t
;fu.,,;p.'_—..ﬁz,q._.&_,e a sua somma al]

2
infinito sard — 2 _____ = .(188). Che se si voglia

a2t-z2ax—r
la somma ﬁno ad un dato termine ' y 1 termini
dopo di esso all’ infinito saranoo vx’ et 1 -+ Px ”+"
X x +3ec ---—ac"'_'"l (v px 4 xx ec )=
x"‘“[v+(¢——pv)x+tx-—pq>—qv)x’cc~]

L I=px=—qx3—rx3 ec, . ]
e perd la somma delia serie si troverd ... ..

’

fHgpf )\’-;-( h-pg gf)x? cc.-yxn +? A Ppy)xnh2. YXP‘P Y )v'-"a eo.

t—px —qx*e-rx?ec’
onde nel caso d' una scala bimembre p, g qnan-
do h==pgqf.c x._..pq)—[- qu (188), ta somma

fino al termine rx" sard-, . NUARSS
[ (g—pf)xm—vx"*'e (0~ pv)x’“
1 —px—gx? T
f+le—pf \x—(rr—o-qwx’”‘ —grx"H
—px—qx?

-—pr-}-qa,q)_,.pv—i-gr (188) . Cosi volcndo Ia
somma ‘delta’ serie di sopfa 1 = -:'—:i ce, fino al

percbe ¥

quinto termine 29x

a® - 7oax’ — 29 x¢
g% 4~2a’ x—a¥x> ' ..

190. Ma questa formula della aomma mvolvcn-
do i termini particolari f,g, be.v,p,yec,
non pud darci 1l termine gencrale; onde alla ricers
ca di esso applichéremo I'equazioni a differenze fi-

nite. Supposta g,—7 la scala di relazione’, yx¥ il
termine gcmra!c » ¥ il general coefficiente. della 30-

ric .ec. yx" ! ,yx ,y‘xn+' it H3 cc. ed a

il numero dei tcrmlm la cui differenza costanec 0

S

, ella'si trovera , i ..

o
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$n=1, si avih y"==qy -+ry (188;: ma y =y
+8y Y=y 218y +3%y (3); dunque y +...
'"‘q_L-’_'__'"__yy:::o che paragonata con Ie.

\ ‘——q—r

quazione. di sopra (186 ) ci di g = _2_" b=

g— 14V (3> +4r)
z(n—-q—-r)
q-——z-—»V(q 47r) . V(g ar)—g—2r

t(1 :-/r%——r) ) q-—-z—l—l/(q“-l—u) ’
v =V(g Har)—~—g—z2r ,__ —
b= q-z-V(fj‘-i- 4r) ¥ -”C” ) U=
C b ed yat = [BET )“,_r,“‘__(‘,'n'*"" 21 (136).
.Con data la serie 1 = 2x? +xx’+6x‘ ec. ==

lx + ox* e 2x2 = 2X? 4= 6X% €C. la cui scala di
1

relazxone t¢~=32, Sard g=1, r_z,a_- —
2

m —.. m”———: . Ld L] . .

m=—-——;-. m”—-l.b'—-—-:,b”=z u ==
n-+-l
C( =1 ) w"=C2 ,y—-q—z—

€ poicbe fatcto n =o0,.si ha dalla serie y==1, ¢
fatto n==1 si ha y =oc, le due equazioni 1=

’Cl"",g o= 40— C daranno C'— —y Ce=12ed
3

-l-C(-t)

—— . ey

(<" +‘)_" , preso il segno =, o il segno

px" =
o= segondo che n ¢ pari o impari. . .
191. Accade talvolta che per esser 2 —g==
-0
ed 1 —q—r=20, si trovi m == m"=s == allora

2
lc‘Juazmnc Y4+ —= (e —9)3y 't__ = e 8 riduce
. l.‘q_" .



: 13
a $2y==0 ove la diffcrenzialé castante & Sué |
(190) ; dunque 032y =Cn - €' (187). Cosi data
la serie § = 6x ~~ s11x? 4 16x? ec. la cui scala di
relazione g,=r==2.—1 ¢ percid g — 2=—0,
ed 1 =~ g—r=0, sard y==Cu—+4C'; e poich&
.quando #==0 si ha y= 1, e quando we= s ba
y==6, le due equazioni 1=C(’, 6=€C+ C o

== C danno yx”::(s » =+ 1)x”. Pud auche av.

venire che si trovi m’' = m" == — _:. (153): allora

. a
fatta al solito M= e = 0 ploe e b ¢
2 ? 2 ’
Iw—a- 2 '
20—a

¢ r s
b='+~”7-— ,I’.='+;’=f‘€

2“,:-:'_—“_-—:’ -_'-.C'_—.:K(l,;), ¢ posto per co-

. v
modo a—2=g, sark w¥=—K -g-*z—)”. #! =
q~~~2W

g2\ . “ . .
K a——-—_'_z’) , CIOE) sviluppando i binom) cpn tra.
’ . n L Ml
scurare w?, w? ec., u'=K(g —ang . w) '
“n—" an:—l (1]

] Bt C e i
“"=K(g+2£g'= u)’cpel.&(lta)y=.cv

Sl §

an-l-znun )

K{ati10)(f+and"lo)
4?(an+zgzla"-l w)

K(a—-zg)(e"—-:ng"f' w)

. o ¢« e «

safd'—2na W) _
&t -’ ' .
1)] Ta 3 onde fatto K“=C-,F(=C ¢ resti.
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tuito il valor di g==a—s2, avietho yx=[Ci =
Nl y .(4..'.',‘2)11—,‘ s e
C'(n=—1)] - -« Cosi data la ‘serie
- . -
t—43x—5 k24 8%? ec. la cui scila di telaziond

g, r=2—2,—1, sard (190) aﬁ_;ii—'_q—;d
t ed y_—;[Cn-&-C'(ﬂ-“-hl)](‘-‘-t)ﬂ-l; e poi.
ché quando #==o si ha y==1 , ¢ quandd =1
si ha y =2, le due equazioni 1==—C ,3=C

danno y&"==(3n 1) (==1 )" 14" .

192. Anche ncll’ Analisi del Caso € della proba-
bilita si adoperano le Differenze finite . Chiamando
noi fortuito o casuale un successo allorché ignorias
mo le cagioni che posson farlo avvenire, siaho co-

‘stretti a riguardar come egualmente probabile I esisten~

#a o inesistenza di due successi casuali se I'uvo o
I’ altro dovendo necessariahente accaderé , nod vi
sia maggior ragione per cui |I'uno debba accader
piuttosto che I' altr . Si riguarda pure come egual-
mente probabile I’ esistenza di tre avvenimenti che
a vicenda escludendosi mientre un di essi dee certa.
mente aver luogo, non ci-offroro intasto ragione
alcuna onde ‘lo debba .aver questo piuttosto che
quello : ma qui I'inesistenza -di ciascuno € pi# pro.
babile della sua esistenza_nel raporto di 2a 1, pets
che di tre casi possiBili I’ indsistenza né ha, due id
favore e uno solo contrario, : Quindi le probabilitd
IT | TI' dell’ esistenza o inesistenza d’ un avvenimen..
to son tanto maggiori 0 minori, quanto direttamen-
te & pit grande o pitt piccolo if. numero dei casi
F, C a lei favorevoli o cohtfarj, e gdanito’ recipro-
camente ¢ pid piccolo o.pid grande quello -dei casi

H
T =L ell'=

g vqe - e —_— P
possibili £, onde sara II = Px 5 2

s
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tx —}’: = —i— , € ‘poich{‘: i casi favorevoli F insié:
me coi centrarl C formano i casi possibili P, cio®
F 4 C==P, 8 avra Il +I'==1 ed 1 rappresen.
tera la cersezza, essendo chiaro che un avvenimen-
to dee di certo accaderé © non accadere. Trovata
1a probabilita si determina la speranza = deégli in-
teressatt  all’ esistenza dell’ avvenimento ,. e questa
speranza cvidentemente riculta e dalla somma spera
ta S e dalla probabilicd fI d’ottenerla, ciot £=3
IIS::%—‘;—S. Ecco dra un Problema sulle probabilitd
per far vedere codié si applichind a somiglianti ri-
cerche 1¢ Differenze finite . A

Presi a caso una quadtity di moneéte di bn
mucchio # di esse, detertminar la probabilita clie il
numero preso sia pati o caffo , supponéndo ‘che
possa prendersi dupa sola moaeta, o pii, o tutte.
‘Chiamando ¥ i casi in cui il numero preso pud es.
sér pari y ¢ 2 quelli in €ui pué esser caffo, uoa
nuova moneta aggiunta al mucchio e combinata cot
precedenti casi in caffo, gli fenderd tutei pari, on.
de allora 1a somma dei pari sara [2. 3’ =y <1 ;
ma combinata coi precedenti casi pari, gli cangierd
theti in caffo oltre 1'unitd aggiunta che & caffo, on-
de la somma dei casi in caffo sard IIs. 3'==2 <4
y+1. LalLdiy4-8y==y4-zciot8y=zc¢
pero 8%y == 3% dalla Il si ha 348 z2=z4y
o1t ciot 3z(=82y)=—y~+1 ¢ pero y.+ 8%y =
« 1., equazione da cui abbiamo (186) a=—o0,b=
X =1, i — g =2 b =

0,4 =(C41)2"— 1,07 =m 1 ed y=(C
r)2” 7' —1:ma quando nz=1 non si hanno
casi pari ¢ perdo y==e; dunque’ C==o , y ==

-1 . " ) u-1
L A T PRI TR M
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Ora i casi y pari coi casi 2 in caffo ‘daono T casi

possibili P e= y o~ 3 == 2" — 1 ; dunque la proba-

bilita per 1 casi panél‘l—-ﬁ:——x = ....
o e, ’ c .
+———» ¢ quella per gli impari II' = -5 «
23 2*-*
-|-z—z" l,epou:hi:z ',> --l,

la scommessa per il numero caffo sarx sempre pit
vantaggiosa che per il pari . .

Dell Integraxione dell Equazioni* & Differenze parziali.

193. Supposta z una funzione di pidt variabili
» » cc., diconsi & differenze parziali del prim’ ordi .
ne qucllc equazioni 1 ¢ui z ,% ,¥ €C. Vanno unite

dxz dyz

‘con 55 7o tC (121) ;5 del secoudo ablorché oltrg

sz dd*s

Pz .
7% ' dy &c. trovansi anche T =
&5 Py _dVs SV _ P
dx% * dyT T dyf " 'dxdy  dgdx
differenze parziali seconde che nascoao c dal diffe.

29X,y ec,

cc. (121),

renziar ﬁ per », “;yz per y ec. essendo costanti
. . . d%3 Pz
dx,dy ec., e dal differenziar 4 Py e 7

per » ec.; cosi si dica dcgh aleri ordini successivi o
. Tali equazioni qualche volta s’ incontrano nell alia
Geometria , e assai spesso nella Fisica IVlatematica
- piu sublige: ma come il Calcolo lufinitesi-ale sup
pone perfetta I’ Algebra, cosi quello dell’ equazioni
a differenze parziali suppone perfetto I Infinitesima.




I

le . Per esempio , qui si assume che possa sc::ire
trovarsi il fattore m che rende esatta la differenziale
qualunque Pdx—=Qdy (147), ¢ si riguarda come
integrata un’ equazione a differenze parziali quando
¢ ridotta all’integrazion d’un’equazione a differenze
ordinarie : se il fattore non possa aversi o se non
si possa itegrar I’ equazione differenziale , il difet-
to sara dei Calcoli inferiori, non di quello. di cuj
grattiamo. Eccooe alcune pil elementari nozioni.

184. Se z sia funzione di *, ¥y, si avra d3 ==

: 2 d's d¥s *

Pdx - Qdy =4 2Pz e pero —d;=P, =
Q (122). Dal che si raccoglie 12 che I’ espressioni

s % o

= G " quantitd variabili ma finite , denotanti
_ 1l coefficiente P o Q di dx o di dy quando si dife
~ ferenzia 'z o per ¥ o per y: 22 che se nella diffe-

renziazione di 2z si preada X o y costante , si ha
dz=4Y2=0Qdy o dx=d4%3 = Pdx, e Iiategrale.
di ‘queste equazioni sarh 2 =J Y Qdy 4+ C o0 2 =

% Pdx—+- C' ove potra essere € = (x), =
®(y) (122.2°%) se d altra parte non si sappia che

tali funzioni non hanno luogo: 32 che avendosi

jfdx:’l’x—fxdl’ , € [,Qdy =Qy —fde (r00),
sard z=dex -]—f()dy_—.Px-l— Oy —J (xdP -

__ xd%3 xd”z f 4%z
de)—F-’-—JI— (xd("'i‘;‘)'!‘-

4z .

y-d(%2)) . .
4 . . .

195. Dico ora che se z sia una funzione di x, »

onde dz=d"z +4& 2, ella sard anche una funzione

di x, u (supposta u funzione di x, y) onde deno-
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tando con 4%z la differenza di z per la nuova % ,

si avria dz = 'xz'-i- d*2. Infatti se z = ax - b_y
(ax=t+by) n

—nax-i-by—(n-—t)ax_,_——x———- == cC. ,
potrd farsi u ==z nax -+ by,u:by—(n-—:)ax,

u—‘iL:;'—l’g. 3=(ax 4 by)2", u=scc, ed u sa-
ra sempre funzione di x, y, onde 2 1o sar} anehe
di x, u. Percid u ¢ indeterminata e suscettibile di
mﬁmtc forme differenti. -

196. Anzi pud x soggettarsi a. son:sfarc -ad
una condizione richiesta, per esempio, che sia tale’

u Yy
onde abblasn - * Pd = o, intendendo per p
una data funznone di x y; poiche preso dall’ equa-

zione proposta ¢ sostituito in dr = 4*u < 2 il
. . dxd’ u
valor di dxu, sl avrd du.,—,:dyu—..-z_;—— = .,

dy
}yu (d
ly — pdx ): dunque supposto m il fattore che _

reude csatta la differenziale dy —pdx(147) onde si

abbia mdy <~ mpdx=ds, verra du—-d—y—u- Zi dua-

dy
que n-e funuone di 2, ed essendo u indeterminata’

Pu

(195), pud farsi n==¢ ondc.lTy.. == m, .valori che

i’ . . - . ‘
danpo o -t e =o. Cosl se si vogha u dl.
& u ydyu , '
modo che sia —— - ;@_ _9 avremo p =] —_-.

5 c Jy —Ptlx-":ly-i— — o differenziale esatta se

/
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si moltiplchi per mr:x:d:_:; dunque xy -.—.t.—_;'-.'-

ucdxu__ydyu__ 'yq:_c___o
dx - xdy r—3 '

197. Conslderando dunque z come {unznone di
x, yedlx u,y s aveX dz =4 z+dyz =d%
P {195): ma du=d"u+Pu ovvero dud"z =

(d u+dyu)d z,eperb ‘% = -——(un-i-dyu),

d"z & u-—d’f z
d“z

dyz, ¢ quiodi (194)fz==d‘ e g Fue Pz

=4 g,
S du . 3 .

198. Cio premesso , poco vi vuole 2 integrar
r cquazlom lineari del prim’ ordine a tre vanab:lx ’

dunque dz-—-l’ z-l- dxu+

che tutte comprendonu nella generale d..;.. -+ P dy
+9=9 essendo p una data funzione di x4y men-
tre g pud esserlo di x, y, 3. Poiche sostitviti in

X
essa i valori di 4%, dyz (197), si ha.éa—xf -+

Yy
dxu pd )+q=o cfatto

a*z

—o-per determinare u (196), viene - Fa=o.

x“.p.fi_‘_y_"
du dy
Posto dunquc in g il valor di y ricavato da quello

di u, onde ¢ si cangi in g', avremo 4™ 2ebgdx=c:
ma z & qui funzione di x, % ¢ manca 4”3; dunque
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® & costante (194. a",) ; dunqug 4% =dz =—qdx,
_dunque 3= —J Tz 9 (4) (94 49).

EsemP10. Debba integrarsi ‘_!_x.i -+ -Vlly_z .2

. o dx xdy y

: , {

g-.-_aV(x’+y’)=zo: avremo pz%,q;?
x

— ¥ g2 d’u de“_' _..un ‘

aVv(x +y,)cd—§ +'¢Ty""'°""¢?§+_

%d:__: . D‘auquesn équazione si ha (196) d u"=. n

Pu ' ydx. e . ‘ 1 .
7y_(dy----x—- , @ poiche il fa‘tltorc m == - rens
J

de esatta la differenziale dy — 22% | verrd -{- =t
X

-:u,y:ux,q':az?—ax'\/(x +ut), e

dovra integrarsi d23 == o= fui; -+ axdxy (14u2)

ovvero uxdz 4= 2dx = aux*dx\ (14=u*) fat

ta u costante : intcgrando pertanto ( 156. XL ) e

restituendo quindi il valor di u=%- , S§i ottiene
- | x N

ayxv(x*<4 92y Ty .y

- C 1y =—x + . ‘P(Y )

199. Ho supposta p una data funzione di x.y:
ma si deve aggiungere che pud essere anche fun-
zione di ¥, y, %, senza che si alteri I eperazione .
Per dimostrarlo basta osservare che da un’ equazio-

s valo-

2

- ne z—axz==by pud aversi.o 3= —

re assoluto di 2, 0 z2==axz- by, valore che de.
‘termina 3 quando .essa nel sccondo meambro si ni-
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gnardn come um costante. fo tal caso u che erx
funziene di %, y (194), lo sara anche di x,y,2,

Pd’"—o (196) po~

tra esserlo anche p, ma z vi si dovri prender per
costante, ¢ quindi tutte I operaznom dovranno farsi .

e percid nell’ equazlone dx -+

necla conswveta ‘maniera. Cosi per I equazione 75?
+TT=° si hap:f, q_.c dﬂ_.. ]

T , il fattore m=y>, onde u==

%
i z—q:(::)::qf(y—- - %- =
¢ (29° — 33x%). .

N¢ faccia stupore se qui si sopprime il deno-
minator 6; poiché le costanti soppresse , ‘0 sieno
coefficienti o esponenti o denominatori comuni , ri-
compariscono’ in seguito allorché si detérmina lz
forma delle funziont @ secondo certe condizioni as-
segnate. Per esempio , se si voglia la forma della
funzione @ tale che fatto y = mx nell’ equazione

- z=m@( y*4-x1), si abbia z‘=’% , & chiaro che

"f‘ﬁ"ﬁ"i i valori di z ed y, I’ equazione diverry
":‘;= @ (%*-+m2x? ) ; onde posto u== x2 = m?

szepcrbx’=”?-u_;_——,li avih Q(u)==....
" x*

T = a—,———(m-*-_i )—q’(x +y2)=2z; ¢ st

vede che in @ era stato soppresso il denominator

costante a(m*—4-1). In tal guisa (per avyisarne

qui di passagglo) st determinano le funzioni arbi

. trarie dell’ equazioni a differenze parziali, finché al-
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teno le condizioni asségnate per la loro determina, -
eione possono esprimersi analiticamente.

200. Del resto, si_integrano con questo me.
todo anche certe equazioni per cui si suol ricorrere
alla formula accennata di sopra (194 .3%). Tale

) x,
¢ I equazione £, iyf_l , che ridotta'a @z _
p dx dy P : dx

LY =0, cidd p=o, gz==—2Y du:::dy"

49z PLIY dy °

dy, onde u==y,q' = --‘_I_'f., ¢ quindi dz=...
d's

ndx

du “—dx cxoéz::jdy-i-q)(y)-" <+ ¢yt

du
duaque differenziando 3 per y , si avra (=

d: dy)==4dy 9’(y); cd integrando, _ﬁf=
d

z 4%z
® (» )~ una Costanse che pud esser funzione di

fz e dunque § (y):::':ix f( ). e per-

€io g==" "2 d ’1“ -I-f( ) cosicche se

— dyz
fz PN '

sxa——_—d-'!::ronde_.__._::: y Vot
dx 2 s dy r

Az=rxp L ——f(r) precisamente come si

avrebbe dalla cnma formula.

sot. Per assicurarsi poi che I opcrazlonc ¢ bea
fatta, si torna dall'integrale all’equazione differen.
giale 1% differenziando tutta lmtcgrale per x dal
she in luogo di ¢ si ha ¢’ (3;) 2% differenzian-
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dola nuovamente’ per y dal che pure si' ba ¢” in
luogo di @ 3° eliminando @' per mezzo delle duc
tquazjoni . Sl integri al selito (198) I' equazione
P adt m? ydy z__ m* 2 _my

dx + “nxdy- x ntx’

P _mydx " :

.-..._;_..,du: —-;-(dy '—t—*—), 1l fattorc_
2

! s © percid _Y_. = u,dz_."—ﬁix— ¢

n m‘ . 4 mm X :

nn . nn

-4 x

“mm
nn x un

x x
per ritornare alla data, differenzio questa per x €

UL oF T P P P

r=x " ¢( ":m--) ovvera %:(P(—?——):

Vicne - - IS
2mm
x \

MM — 1t

—mtyx " dxo——
nn
x . .ﬁ. .
; ‘differenzio per y
2mm :
nn )
nx
(]
dyo' |2
wmm R
P nn ©
2 x L 2 il A
— ; ehmino riduco , €
ed ho — a3 climino @, riduco,
X nn
x - n

trovo la data.
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$aoz Sia- ora da mtcgram ¥ equazion ﬁneare

n‘nx .
dell’ ordine 5™ e della forma % & -+ ..
w1 d(”_')xdyz npy,
y —
dxﬂ-ldy + CC....+ y

Yo(-H)+ Y ‘P'( >t-ec... +X~I'(--)+x'~r (C>

- ec., e per render pid facile lmtclhgenza def‘
metodo , riduciamola ad un caso particolare ¢ sia

x’d”' ax2yd¥ Vs | 3302454z
1 -+ dxidy + dxdy? + .-
y’d’y z__ 223 2 exyd & 'd Y2
T =°" Pongo “——; Tedy +7

== V(V & funzione di »,y) e differenziando pnmz
. . 2xd>": .3 22d3%;
per ¥ ¢ poi per y, viene 11s — -+ xr-]-
2yd*d > 2x9d ¥ g
dy -+  dxdy + dy?
x2d**; | axd*Pz
dx® dx

yzd”’z v e '. .x—
% =4 p. Moliplico Ia II. per ool DL

. o o . . . ’ -
per 2 ¢ sostituiti nella data i valori di ¥ i Zedi
dy dx3?

212y %
d°dz__fy L

axyd d*Yz + 2yd’y 2 +

+ dxdy dy

-+

8y
y,;i,‘. ella dopo Ia riduzione diventa —— 1"7 -+
y&r 2V

R =0 cbe integrata (198) dx V =

x2p( —:—), onde l’ihtegrale della L sark V.2 ﬁdTrz



155

w, :
4 axyd'd 2y j —x’ap(—y-)- Questa nuos

dxdy
xd"z y&z

vameante si integra ponendo - v =7,
differenziando prima per x e pon per v, moltlphcan.
do le due différenziali respettivamente per — d R d‘:

' x2
e sostituendo nella data i1 valori di ——dérf- e di

y24d73

_.372_ , che fatta la riduzione , la trasformano in

dx y;i:yl’ V -—x(p(l::-)=°’ d’ onde si Ba 7,‘

=x q:(—-)-l—x‘l’:( ‘y’ -) e per integrale. delia 1IV.,

:1!: + J'li:'z =x'¢ (l) + x‘I’(l) E;ﬁnal\men.

te pcr-l integrale di quest’ultima, che sara I'intes:

grale finita della L, si trova 2 =% cp( ) +
x\p( 2 )4+ f( . Cosi si trattano tutte 1’ altre

della medcsuma forma e d'un ordise qualunque, e

percid  anche I equazione proposta in principio , -

gnacche\l secondo membro. ¥ @.( = Y ) ec..non al-

tera punto il glro delle prescmtc Operazlom
"~ 203. E' pero tanto simmetrica questa equazio.

"~ne, che il metodo d integrarla si stimerd forse -

d’ un uso assai raro. Eppur con esso integreremo
pit facilmeate di quel che altri abbia fatto finora,

I' equazioni omogenee di un. ordine #imo quelle ciod

the hanno tutti 1 termini con differenziali al mede-
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simo grado e con cocfficienti costanti. Sia , per

esempio , |’ equazione Is . ‘fi T -+ bd + cee-

dxdy
cd>
dy

= R ove R pud esser funzione di x,y.
2 . mds

Pongo Il g = =V (m ¢ un cocfliciente

mdetermmato) e dlﬂ'crcnznando al solito per x e
per y, moltiplicando le- differenziali respettivamente
P ‘dx* mdy

2%, 2y :
%.-5- e di E%y—zf s clla, se si faccia Ill2, b—m —

, ¢ sostituendo nella 1. i valori di

—.-c-='-o,3' diverrebbe 1Vs, a4 ..’..‘dyV =R.Ma
m dx mde

. . Yy
qui bisogna osservare che la risoluzion della Tl
~dando due vaiori wm' ,'m" di m, la 1l. si scioglie

nellvcduc‘-—’-cf-i-mdyz Vd: +"_f—‘fy—z=V
d dy dx dy
onde viene d:i: V ovvero &zo; dunque 14
dx dy ' ‘

non & ora funzione di x , ¥y ma di x solamente;

dunque-ia 1V. dee ridursi a %g:: R(194.2%), da

cui abBiide:fodx senza la solita @(y)

che si é: t‘roi;hta == o ; dunque [Iintegrale della L

mdyz

sat& dx 24 a5 __.f Rdx, che nuovamente

integrata (198) da z:ﬁxf Rdx-i-(p(y--

mx): ricordandosi di mettere in R il valor di y=
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u-mx (198) prima di intcgrarfodx: ma dai
due. valori m', m” di m si ha zzﬁx [ “Rdx
+Q(y—m'x) e z=/;1x dex+f(y-
m”x ) ; dunque sommando verra finalmente 2z =
ﬁx *Rdx + %(p(_‘)’-—m'x)-i—!ﬁy—m"x)
. dxfodx+ cp(y —-m.x)-i-f(_y——m"x),

la cui dxﬂercnzxale restituisce in fatti la data. Cosi
presso a poco si integrerarnno- I’ equazioni omogence
degli aleri ordini.

M ’ 2 b .

204. Al caso di m'=m"= - soddisfa anche
pid direttamente il metodo stesso (202); poiché
avendosi allora ¢ = % la preposta equazione (z03)

: 3 b P | B4V .
diventa T + axdy i =R, i cui
coefficienti costanti . formano un quadrato perfetto .

Si ponga duuque 4"z -+ b:(lilz

per ‘x ¢ per ¥y, molt:phcando respettivamente le

F: differenziando

duc differenziali per S 2 _ ¢ sestituendo al so-
dx * ady - :

&v PV

lito, si trovera -+ =3 R da cui si ot-
dx 2dy

tiene (198) :V=fodx-+q>(y— %i) ; dun-

. » 3 ‘ flxz : bd’z
que Iintegrale della data sari o G w0y =

f"l{dx—l-cp(y_%f‘_), dalla cui integrazio-
v
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ne viene =/:lx dex-l-xcp(zy-—bx)-l—

ﬁzy—-&x).

205. La natura del nostro Libro non ci per-
mette di estenderci pill oltre sull’ ¢quazioni a diffe-
renze parziali. Solo aggiungeremo che questa teoria
si applica sempre utilmeate ¢ spesso per necessiti a
tutti i problemi geometrici ove si considerano le
superficie curve ; poichd tali superficie esigendo tre
assi a cagione dejle loro tre dimensioni, ¢ quindi
anche tre coordinate z, )% respettivamente paral-
lele ai tre assi e legate 1n equazione tra loro, una
di esse, come z, deve esser funzione dell’ altre
due, ¢ cio per lo pid conduce alle differenze par-
ziali. Si voglia, per esempio, I’ equazion generale
di tutte le superficie di rivoluzione intorao all’asse

AA, e si supponga dz=4"24d7 2=Pd x4
Qdy (194) la differenziale di questa equazione.
[ntendendo abbassata da un punto qualunque H
della superficie sul piano 4EA I’ ordinata perpen-
dicolare HF ==2 , onde I’ altre due ceordinate sie.
oo FP=—y , PC—=x, si congiunga PH, e pro.
lungata FP in M siccke si abbia PM =—u = PH
per la natura della rivoluzione, il triangolo HFP
rcttangolo in F dara u?* ==2> +3?, o differenzian-
do, Jz='.‘_;.l_u. —Zéi’:.l’dx-l—,q_dy; ¢ poi.

3
che Qdy deve eguagliarsi 2 — l’? (122), sard
de-._—.’iff_u; dunque u & finzione di ¥ ¢ pud
farsi u==nx. Si avrd pertanto ,Q_=:—;-z P=..

%z ntxdz

. :

n:x P Q _ .

P — - — RS ) ed ine
3 'nx y dx = ydy °’

v
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tegrando (198) con prendere il fattore m=—1y,
verrd 2==0(y”* « n2x%§., equazione di tucte le
possibli superficie di rivoluzione intorno all'asse A.
206. Poiché perd non possono aver qui luogo
e notizie oceorrenti per dedurre da questa generale
equazione I’ equazioni particolari di superficie deter-
minate , osserveremo per ora al nostro intento, che
"se nell’ equazione #® 2= 32 - y2 trovata sopra, “si
sostituisca il valor di # cavato dall’ equazion della
curva genitrice A EA E ,"si avri subite I equazione 39.
aHa superficie generata : cosi se 4 EAX sia oo cir-
cglo s un' ellisse ec., avremo #? == 4> —=2x? 0=

az (8% —x2) cc.; e I"equazioni alle superficie del-

. : .2 L
la sfera , dell ellissoide ec. saranno 1 == x—z + y—z-
qa a

2 2 T L2
+%9l =f—z "*‘%*‘% ec. E se la semiel.
Fisse' A XA cresca o dcemi uniformemente nel pri.
mo quarte di rivoluzione, e all'incontro scemi o
cresca del pari nel secondo ec., cosiceht la super.
ficic generata abbia il semiasse CK==c oltre-i due
AC==d, CE=1}, ¢ ben vero che non sard pid
*PM = FPH percht la sezione M LP normale al pia
no AEAE, non sard pmy un circolo ma un’ ellisse :
per aliro essendo M LP simile alla sezioie EXC
scgata pur normalmente per E€E, avremo EC (5):
€K () s MP (u):PL'='.%_f-‘,- onde H F?=2z?
2,2 . : .
= %2—::7 (#* —y?); riducendo dunque e. sostituen.
T, _
do il valor di uz.—__-ﬁ—z(az—-xz) » I equazlone a
. ' - I xz . yz ' zz:
. questa superficic sara 1= 45+ -
307. Abbiasi dunque v’ infinita di tali ‘soperfi-
-cie ellitticomsferoidali A FAKL simili tra loro e
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concentriche , ¢ si cerchi I’ equazione di quella che.
tutte le tagli ad angoli retti.’ Poiche per_una delle

2 2
date superficic: abb:amo r= x - + y -+- .ﬁd
(206) € tutte son slmlh, supposca a:b: 4: Lm: o
1 la ragione costante dei loro semiassi, ¢ perd a=—
wc,b=nc, la generale equazione di tutie diverra

2 2 2

x 2
!=';;_c7 + _5-’—5 -]-b " ove m,n sarah costan
ti in ciascyna. sﬁero:de e Ji solo ¢ variera dall’una
all’altra: peraid differenziando., la commune equa-

zione delle supesficic .da tagliarsi satiy . d3 == —

xdx d
.,;,‘.,;...y y:.u:l'dx-i—-}’.dy fatto' A== ...

ﬂ
m’:z Y‘.__--. _{ Ora. se:ad on punto, qualuu-
que R della <uperﬁcxc AEAKL si alzi la normale
RT == f-che itcoatri il plano. #'E A nel puato T a
cui rispondono (condotta OS.T parallela a .CA )
le coordinate, CI== OT....a wIT=GS=¥, e
da R si conduga sul pjane.4 EA4 la perpcndxcolare
RV=2, da K sopra Clea perpendicolare VG =2
¥y, congaunca RS, poagasi CG: 08 =x, sara
TS=IG=d — %, VS.._.IJ-—y. e it tnangolo-
RVS rettangolo in v dash RS} =22 op (b ey )
ma appartenendo RS al paigno RVS perpendicola
rc.ad OT , anche il -tnangolo RST & tettango]o
in §; dunque RT=f=V[2*+ ()'—y)* 2 (o'~
x )"] , che per la-natura delle-normali* alle ‘superfi-
cic dovrh esser la massima o la winima di tutte le -
linee' che” da T’ posson condursi alla superficie
AEAKL. D:ﬁ'ercnzxando pertanta, yerri 3432 —-
(VY ~—9)dysm(a'=%x)dxe=0 (60) o sostituen-
do il valor di 43 trovaco di sopra, ( X'z = (a'—
x))dx-l-(}’ z2— (¥ -—y))dy:o, 3 qumdn
(63) X'z—a 4-x=0,¥ 27—ty =0,0 =
Xzt x,Ve=VYid-yed f=3v{ir. X”




¥'%). Ma giaccht nei punti ove le SUperﬁcxe 51 ta- , FIG,
gliano, le caordinate della cercata ¢ della data debbos

no esset’le stesse , supposta dz==d z+a"'z =Pdx 4 -
Qdyr equazion differenziale della ceicata, k=RZ 39
la sua ‘normale in R,g=CY ed h= ¥YZ le coor.
dinate ¢ke determinano il punto Z in cui ella ine
contra’ il piano AEAd, si trovera col raziocinio mes
desivio g==P'z+4x, b*:;Qz-i-y e k=zV {14
P"'-P-Q_’z) , onde se sia’ T2 ==¢ I intervallo tra

le due notmali f, &, si avra ¢ = V(ZX*4-XT?)
== y{ [a"e )t 3 (F —B)2 == Y [ (X' — ')
-+-(Y =R)*]. Or le‘due superficie debbon ‘ta:
gharsi ad ‘angoh retti e perd & retto I' angolo ZRT
dungue =V (foe i) =2V [ (4= P)* (T
-—Q)’*] ciot ‘1 - P’X’-{-,Q_ ‘'==0, 0 meiten-

x

do l valon di X Y, P, 0 dati dl sopfa, ‘—l— +

w J'éy;l’—‘--mﬁz——’c)'c erb (201) 2 &=L, L
Wxdy o x P =

Wi eriringt .
P (_'_y ), equazione alle superfisie cercate,

" nn
X

che diviene z—-—xcp( ) se lc date sferoidi si cane*

gino in sfere, ove cssendo i semiass a_....lvzc, si
bam=n=xr. : '

Del Calcolo dellc Variazioni .

208. Oltre quel genere. di Massimi e Misinsi dl
cul gia parlammo di.sopra. (59), un altro ve ne & .
pri-clevato che ha daea origine al Calcolo drlle Va-
riazioni. In quello si cerca.il punto di una data li-
nea ove una certa qmumi 'variabile diventa massi-,
ma o midima, cosidcht .cangiandosi gli "altri punti
o elementi della curva, 11 qudntita massuna o mi-
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. posta comunque di x,y,p ==

nima non soffre alcun cangiamento ; in gquesto si
vuole la linea stessa in cui abbia luogo la proprietx
del massimo o -del minimo , di modo che la quan-
titA massima o minima dipende da twtta la curva,
e cangiatone qualunque clemento essa pure si can-
gia. Cosi il problema di determinar nel circolo Ia
massima ordinata, rigunarda il primo genere: ma
quetlo di trovar tra tutte I’ isoperimetre la curva
che con I’ordinata ¢ con I’ascissa racchinde la mas
sima area, apparticne al secondo . E' vero ¢he am.
bedue i generi dipendono dagli stessi principy ¢ che
alcuni problemi spettanti al secondo possen trattarsi
anche eoi metodi del primo; ma tali soluzioni son
per lo pidi assai complicate ¢ poco naturali,
209. Sia BD una curva che abbia per asse la
‘retta dE==a, ¢ fatta 1" ascissa AP =2, si con-
ducano I ordinate perpendicolari 4B, PM ,ED.
Poogo PM=z intendendo per 3 una quantita com-

dy __4r __
dx’* ™ dx’ " T

© 47 o, e anche degli integrali [ @dx, ﬁ’d x cc;,

dx

supposte ¢, ¢’ ec. delle nuove funzioni di x,y,
P, q ec. Se si prenda PTx=dx ¢ si conduca I or-
dinata TV , sara PMVT =zdx (132), ABMP =

2dx che va a zero se x=—o, ¢ diviecne 4BDE

s¢e x—=—a. Chiamasi H |'area ABDE; dunque sc
ciascuna ordinata PAM ==z varj in pid o in meno
di una quantita iofinitesima Mf e sia § la caratseris
stica dells variazione come 4 lo ¢ della differenzia.
zione , avremo M f==@2 - variazione di z , MfiV
=pzdx vridzione di 3dx=— PMVT yBcfM=

Bzdx somma degli elementi MfiV e variazious

dell’arca ABMP, e finalmente BCKD=<fH wariae
gicns dell’ area ABDE=H. Quindi se -quest’ arca




2 g,

H debba essere un massimo o un minimo, biso. 6. |
goera che Parea Bci D si annulli ¢ sard g H= 4>

8.ABDE = }ﬁ dx =o0 (60), presa I’'integrale
da x=—o0 fino ad x=a. Da questa formula
) ﬁd x==0 si avri la relazione tra x ed y o I' ¢«

quazione alla eurva che ha la proprietd cereata del
massimo o del minimo: cosicche qualunque altra
equazione tra x ed y dard un valor pid piceolo per
H quando H & un massimo, o un valor pit grane
de quando H & un minimo.

210. Il Calcolo delle Variazioni dee dunque in.

segnarci a trovar la variazione di H o il valor di
BH , che andando poi a zero determina il cercato
massimo o minimo. Ora H pud riguardarsi o nello
stqto primitivo quando z o PM non ha ricevuta in
H alcuna wvariazione, o n¢llo stazo variato quando 2z
vi ha avuta una variazione Mf, e si & cangiata in
PMA=Mf =2z p2. Ma siccome nello stato pri-
mitivo di H se x divenga x +=dx anehe » diviene
y=d=dy (2); cosi nmello stato variato mentre H
passa in H—4=$8H ed x (== AP ) resta lo stesso i
ambedue gli stati, 2 ed y diventano z =Pz, yt’
# ¥ : onde x non influisce ntlla variazione. H , che
solo dipende dalla variazione $3, ¢ si ha sempre
8 x =0, e percid anche fdx —o0. ;
' 211. Come 2 diventa 248z, cosl 2' (=Q N)
si cangia in 2'~=f2' =Qg,2"(==RS) in 2¥4
B2Y=S8h ec.: ma 2’ =3z4dz (2) onde f2'=F3
"=-gd3; dunque pdz—=2P2'—B22=4dp 3 (2), ciot
la “variazione 4 una differdeziale eguaglia la differen.
ziale della sua variazioge. Percid srivendo 42 in ve.
ce di 2, sard gd2z=—dpdz==4%Bz, ¢ di nuovo
scrivendo qui 4z in luogoe di 2z, verrd fd? 3=
dgd2z=14*Bdz=14d’Bz; ¢ i generale Bd"z=x=
A8z, 0 preso m L n, B se=d"Bd"™"z.
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‘212, Del pari sbpposto u=fzdx , Sari va.

riando, pu=2g/J2dx, ¢ differenziando, du=zdx;
dunque pdu(=dpu)=Pfzdx, e mtcgrando Bu

= JPprdx=8J 2dx, ciot la wvariazione dell inte.
grale f zdx egnaglia I integrale della wvariazione di

zdx. Percio scrivendo rz in vece di z, avremo

fﬁfzdx——ﬁffzdx_ffﬁzdx ec.

213. Si raccoghe da tutco cid 12 che la diffe-
renziale d2 & diversissima dalla _vanaz»onc Bz ; poi-
cheé 4z & I'aumento che riceve 2 quando x aumen-
ta di dx onde non si altera il rapporto tra 3 ed x

otray ed x (19), laddove Bz & I aumento di 2z
quando quel rapporto talmente varia che oell’ alte.
rarsi 20 9, la variabile x resta la stessa (2:a):
che le variazioni 8y di ciascun valore di y nel suo
passaggio allo stato variato essendo bensi infinitesi
me (209) ma indipendenti da ogni legge o coadi-
‘zione, non hanoo alcun rapporto coil valori stessi
'di ¥, ¢ sono aozi tanto arbitrarie e indefinite che

posson poi determinarsi a piacere ¢ anche mvandarsi

46.

tutte a zero, fuorche quella o quelle che corrispon.
dono alla: lmca iofinitesima PT==dx dalla quale

nsulca Ia ‘formula f 3d%: 35 che z cangiandosi in

- g == dz nella differenziazione. ,ed in 2362z nella

variazione , ad onta della diversitd tra le differenze
e le variazioni, si ba la varigzione di z come se e
ba la differenza purche in luogho di 42 dy si scris
va Pz, gy e si faccia x costante : cosi Ja wvaria.
zione di 2Tmax y—l—bxy sark fz==ax2By—t
2bxyBy ec.

214 Dunque ﬁ(zdx)—-dxﬁz.-l—zﬁdx ma
Bdx = o (210); dunque’ B(zdx):—_dxﬁz. ¢

jﬁ(zdx)sfdxﬁz—ﬁf(zdx) (au)
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21¢. Pariiente poiche p=— J;y’ 1= EE yr =

Zq ec. (309) , presa dx costante , si avra dp —

@Y g TP 9 L9 . 3y

dx '’ A= dx dx?’ ‘ir_; dx — ;ix-" ec
. d d -d

ed integrando., p.-..:;.—: ,qu-—y,-_, r= d_;!’! ec 3

dunque 5p~——5——c-i— (uo)-——- (zu) s Ba=...
B2y __ dify M’y "4 By
'd—;z_d"’ﬁ “d’gdx
ziali che facilmente si deu:rmmano osservando che
dby ==py ~—py,dpy' =gy’ —By', dby’ =fhy"'—
By"“ec. (zn), e percid d’By =dBy' — dBy=Fy"—
BY— By By =y — 2By + By , 7By = dfy” —
2dBy " -dhy==fy” — By" — :$y* i 2By by —py =
5\”'- 3ByY~- i)'~ By ec.: e se le variazioni dl
', ¥V, 9" ec. sieno zero (213), verra dfy=

By » 4?8y =Fy , &gy = — By cc.

316. Volendo pertanto la variazione di 2z fun-
zione di %, ¥,p,9,7 ec. (209), siccome la sua .
differenza sarebbe 423 = Pdx -~ Qdy =~ Rdp 3=
Sdq ec. supposte P, Q, R, § ec. funzioni di x,
%r s Py q €c. ,56081 la’ sua variazione, fatto px-—o

210),, sara fz==Qfy -+ R SBq ec. == Qfy
Rdﬁ/) Sk, Qfy -+ Rpp -+ SBq LBy
- 5z e (a15).

217. Similmente per aver la variazione di ﬁdx,

e¢c. , differen.

essendo sempre 2 una funzioge di x,y,p,¢ ec.,
si fara dx costante e avremo 1° fa==Qfy -~

RBp—4-Spq cc. = Q$y+Rdﬁy+Sj By#c {216):
2% ng(zdx)-—dxﬁz(zu)_,deﬁy-i- Rdgy +
Yy

w—‘—;—cc ;3ﬁzdx_%dx (a12) -—ﬁ,d*ﬁ)"l-

A
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1
ﬁdﬁy-ﬁ S4"py ec.: ma fRdﬁy:‘:Rﬁy—-

46.

dx

dRBy (100) = Rﬁyf- dxddfﬁy’ e parimen-
w (308 o Shy _ [ASHy _ Siby _ dSky
sy _ by Tassy” . rasimy
y __ SdBy " dsBy A28dxgy
+ x Ao dx + | dx"dz cc. 3
: R S

dunque gf;dx: dxpy(Q— > -t Ez"“')
+‘)’(‘R-"';—-f+ ec.)-l-fff?y(s-—ec.)-_-{-tc. Fer.

miamoci a considerar questa formula .
218. Osserve primieramente che ella & compo-

sta di una parte integrale dx;y(Q—'-;g cc. ), e

di una Barte assoluta By (R ——ec. ) 4 4By {S —cc.)
«=ec. Or nel caso del massimo o del minimo per
aver tutta la vatiazione BH bisogna porre x===a
nell’ intera formola (209), cid che di fatto eseguito
nella sua parte assoluta, By vi indicherd la wvaria-
zione delf’ ultima ocdinata KD carrispondente all”
ascista AF ==a : ma tal variazione essendo arbitra-
ria si pud suppore zeto (213); dunque nel caso di
x==a wita la parte assoluta i cui termini son mol.
tiplicati per fy =o, per My =0 2c.. si annichi-

lera e avremo la sola parte integrale ﬁx Fy(Q@—

;’g -+ e¢, Y==BH =0 (20)).

219. In secondo luogo oserve che quest’ulti-
ma espressione ¢ la somma di tuwe le wariazioni
“che pascono dalla variazione di ciascun wvalore di
y: ma tutte posson mandarsi a zero fuorche una
(21%); dunque la somma di esse s ridurd a qaclia
sola, € si ¥erd dxBy(Q ~ dB - ec. )22 0, OVVE.

dx
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10 Qeg-}-ec.::o. Dal che si raccoglic 19
che se z & solamente funzione di x,y, nella for.
mula di sopra fz == QBy -+ Rfp + Spg cc. (217) sa-
ra p=so, g==o,r=o ec, onde Rpp=—=o, Sg89q
==0 ec., ¢ I’ equazione ora trovata diverra Q ==o:
29 che se' 2 sia fanzione di x,y,p, nella formulx
stessa (217) sard g==0 ,7r==0 ¢c. onde Sfg =@
ec., ¢ ki nostra equazione divers Q-—#m:
¢ .cost di seguito.

220. Ma rigmrdo a questa seconda conseguen

za convicn riflettere che I egnazioni ,Q-—gf =,

2% -
Q—-‘—ﬂ-r -+ : f__c ec. som scmpre differenziali o
del pnmo o di altri ordini’ pid elevati; onde la loror
mtegrazione esxgend‘o Faggiunta di woa o pis co-
stanti arbitrarie, F equazione tra ¥ ed y che sommi.
nistra i} massimo o il minimo,non sara interamente
determinata , ¢ si avranno tanti massimi 0 minimi
‘quanti sono i valort che posson darsi a ciascuna
cosante . Per fissar dunque in tali casi il vero mas.
simo o minimo, st ricorrc ala parte assoluta della

formula variata cio‘e a fyfR— f!f_'_ ec.) -+ dfy (S

— ecC.} =~ ec. == o (218) % che attesa la variazione
arbitrdria fy (213)5 non pad generalmente andare a -
zero se non vi vada ciscun suo termine, € siz

percid fy(R— :—f-r- ec.) 2= 0, db(s;°°°‘)=d

: das
€c., ovvero R-—d—-l-ec._o S omeC.==0, €C.y

sempre nella supposizione di x==a (a18): cio de.
termina le costanti ¢ quindi il cercato massimo @
migime, come vedremo.

-

.
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231, Troviamé ota.la variazione di fzdx guani-
do 2 contiene non solo x, y, p, g ec. ma anchc ud

integrale f lpdx (299). Sia _/ q>dx-—-t e avrcmo Lgr¢
= ﬁdx = /,é_dxﬁy-{- fiz b+ | ec (a17)¢

di pid essenda g funzione di r,x y,p q ec. s sup.
posta ¥ una funzione come z, verra. i B2 == Vir

RdB; Sd
4@y Sy S i

valor della L., diviene }z ] Vf deﬁy -+ Vﬁ{'d By

d?By RdBy Si2fy
wV e cc+,Q}+ = =+ o e Ora

fﬁzdx_.afzdx (212); dunque B Jadx== ...
f( dedexﬁy) "!"ﬁ Vdx ﬁt‘dﬁy)-!-f( de
Sd 2.y ec. = ,deﬁy-i-fRdgy —I—f-ﬂxﬂ'

cc. Pcr liberat la formula dal segno integrale
moltiplicato , " pongo Vdx == 4K ‘onde:

/E Vix fé dxgy )= ﬁdlf f O'ixgy) ==K f Qdxidy
- ﬁdegy f Vd:f/}&'dﬁy)::ﬁﬂff Kdgy) =
Kﬁdﬂy— KRdBy , [ ( Vix M)

) ' d? By S22 Ksuzsy 4
‘ f(m f £ f LT ec. §

dunque 6/zdx_= K‘/:lx(pr-l-Rd"/ -t

e + [l — K4y + (R =

xR )dBy+ (s 1{3’)‘: Bzy cc.],ove posson farsi le

nduuom di sopra (217). '
222. Quasi nel modo stesso potrebbe aversi la

ec. , che sostitaendo il

variazione di f:.rlx quando z contiene pil integrali ®
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-(pd:'é, @'dx ¥c.y ¢ generalmente quando & data
da uo’ equazion differenziale di qualunque ordine ;-
potrebbe anche indagars.i la varjaz‘ibnc_ di ﬁdx o di

z Qquarido ¥ non fossé ¢Bstante come lo abbiamo

supposto di sopra, ¢ fino introdursi in questo Cal.
colo le differenze parziali che ne formano un nuovo
ramo ¢+ ma_tali ricerche sarebbero inutili alla presen.
te nostra intenzione di terminar questo Libro con
alcune pilt semplici ® pilt elémentari applicazioni
dell’ esposta dottrina: : S

ProBr. 1. Tra tutté’ lé¢ curve riferite ad una

Stessa ascissa deterniinar quella in il /; dx =

| (gx =sy?) ydx é un massimo 0 un wminimo .
.- Siavrd zdx =(gx—=—y*)ydx,2==(gx -} i)__y
e pz==(gx —3y2) gy (213) = QBy 4~ Rppp 4+ Sfq ec.

(3‘?.); dunque Q:gx—— 3y=, R=o, §=o0 ec.}
ma dce ésser Q ==o( 219. 1?); dunque gx— 33> =9

ovvero y* == ?, equazione alla parabola. Sostituito

il valor di y = V‘g;f oella formula f (gx.—"—-_yz)ydx’,'

- "3
el diviere 2 [ (5) de = ‘fs. v-’;f che si ah.
nulla quando £ ==0, ed & ud magsimo o un minimé
quando - R<xa. Per distinguere gaal dei dué abbis
qui luogo, prendo 1n vece della parabola un’ altra
lidea qualunque (209), per esempio la lin€a retta
€oincidente con I asse onde sia y =0, e trovo che
¢ =20 riduce la data formula a zero, mentre y =

2 . .
\/“;’f la riduceva a'-'ﬁf—vﬁ;i > o; dunque si ha qui
15 .

un massimo..
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II. Trovar la curva in cui ﬁdx—ﬁlggzxz
'--lsg’,x—i-;g y3-3y )ydx & un massimo’ o un
minimo .
Dunque 2z = ( £* x*——g2x-g’»* --y‘) 1y
= Qby, ¢ Q=o0==g's --g’x+g'y o
‘—(y —g*4gx)(gx--y*), e percio sod.
dlsfanno al quesito due parabole dell’ equazioni 1
¥y =g(g—x), Il y>==gx. Per sapere quale
delle due dia il massimo, supporrd x infinitesima, it
che riduce Ia L. ad y =g, valore che peosto nclla

—formuh data, ka gangia 'in'/;g,"dx,'mentrc sostituen.

dovi y=— v gx preso dala IL, si haf-—- 10g3xdx
vgx: ma fatto, come .sopra, y=o, la formula
va a zero ¢ f 2g°dx > o laddove f — 10g%xd %

Vgx < o; duoque ha L. di ur massimo , la I unr
minimo .

IIL Qual ¢la cnrva- inei fadx=.u...

fv_éf__yid_y_ ¢ un massimo © un minimo?

Poiche "1—[{-:.-:}, verrk V(dxtpmdy? J=dx

\/(l-!-p"),onde ‘4"._-'-:.:4'."}'z dz (= Pdx <
rdp dyV(l-l—P‘)

Q‘ly*'xdp)"v () |

—Vyapt) by
dunque P=o, Q-—-—'V('-"P) R—=...
sylV'y

L (.lp o o8 ¢ poiché dee qui aversi Q.....d_:f =0
(2.9,2%), sard 'QP‘I"'('—?,Q_Jy)zde: ma cs

.
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sendo P=—0o, viene dz=Qdy+RJp=zde+
- RKdp; dunque integrando, (=¥ L?):pl{

=_ 2 4 C,eC=—__ Pe
Fo=naen O = Ty T

X
t — =
anto se si faccia C = Vm , aviemo m=y(1 ~jo

P’)-f(— s)=V 7Y edy=dxy T=

equazione ad una cicloide (55) it cui circolo geni.
tere ha per diametro m. La riduco a dx ==

dyV mi = V(y 4y _ ed integrandola ottengo

—y?
x == arc. eem9. y—v(my—y )H+C(171.42% 2
con che abbiamo le due costanti arbitrarie m ,

- Per determinarle faccio R~ :-g =o (320), ciot

(::Wl?—m'):o perch qui S==o0, ¢ vie.

ne p-—o—-\/,m;'y ¢ percid yz==m: quiadi I'e.

quazxone integrata, postavi y==mw ed x==4a (220),
diverra ga=— arc. ¢en.v. m4+C: ma essendo m it
diametro, are. senv. m & evidentemente la semicir-
conferenza mx 3 dunque C==a —mn; di pil se
quando x==0 si vuole aache y==o, I’ equazione
‘mtcgrata §i cangierk il O== @~ WX € S22 M

; . Del resto, si ha qui un minimo ; poiché la da.
ta formula, sostituito i valor di p—=V "-'—;'?-', .dis

venta ﬁx\f da cui, facendo al solito y =0,

vnne un mﬁmtamcnte grandc .
1V. Tra tutte le curve isoperimetre trovar quel-

la in cui Parcaflx (132) ¢ un massima o wn

mmlmo



- "f}iaccbé I’ espressione della lunghezza d’un ar,
eo & (.;s)fv(dx=+dy=)=ﬁx‘.v(:+p2-)
(IIL.) e questa per la natura degli isoperimetri non
varia , avremo pf)x\/( 1 -+ p* ) ==0: ma anche

l{/. ydx=o0 (209) ; dunque il problcma si ridur.
1} a trovar la curva in culﬁdx*ﬁdx -+

g€4xV(1=+p*) ¢ un massimo o un minimo,

moltiplicata per g costante I’ espression dell’ arco on.
de siecno omogence le due integrali. Si avra pertan.

— = grbp
to z..y-l-g\/(l-—!-p ) Bz—ﬁy-l- ‘7(1—_*_},—):
onde Q=1, ___&r ,,Q__.‘_l.g:-_.—c; c
' l/(( =+ p* e pt) dx
ripetuto il raziocinio del passato problema, verta
gr®

o] a —r [ oo SR S

“+C,(C—y)V(1 +p‘)'=g,p(=§%')=

VIE—(C—=y] gy ¥tC—y) .
C—y ’ N AT A
dunquc mtcgrando x—\/[g —(C-—y)"]-}-ﬁ'
ciot (C—y ) =g*—(x— c), equazione .al
gircolo , in cui le costanti g 4 €, €' si determine.
rarnno come sopra (III) avvertendo di pit che la
lunghezza della curva pud supporsi data: ed ¢ chia-
ro che ‘il radicale portando il doppio segno, e
percié _potendo  descriversi il circole onde rivolga
all'ascissa o I concavita o la convessita, avremo
un massimo nel primo- caso, un mlmmo nel se-
condo .
V. Tra tutte le curve xsopcrxmetre trovag
quella il cui solido di rivoluzione ha la massima

|
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o minima superficie 2 x ﬁ V(dx24=dy*) (144) o

Trascurato 2r che & un nomero costante e fate
taV (dx* 4=dy*)=dx V(1 4p*), dovri ess

sere , come nell’ antecedente problema, j; dx:=.

ﬁdx\/(l'i‘p-" ) ‘*"ﬁ“’-"'\r( t =) un>mas:.
simo o un minimo; dunque z==(y=¢)V (14=p%),
_ 2 (y—2)rBp _
§z=5}'r\/(B+P )+“ !/——(—‘—_'_—P—,_—)-, onde Q=
V), R=YEOr 0 R o0,
fatto. il. solito- raziocinio y 3(=(y-~+¢) V{14p?))
— _(y—4=2)p? —. Ytg
=R+ C= s+ G 0= oy

dy I
p(:—'% =—E'VE(,Y+‘g)z_Cz]s° dx=....
Cdy
V(e )t—C2] e e
detta la Catenaria perché una. catena: flessibilissima-
se sia sospesa per le sue estremita , si conforma. in
questa curva.. E qui pure atteso- il: doppio- segno-
che compete: al radicale, si: avrd un massimo quan-
do la curva rivolga la concavita-all’ asse, ed un. mis

wimo- quando- gli volga. la: convessitd .

» equazione alla curva volgarmeate:

FINE.
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