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Este libro (y esta coleccion)

Ya lo extranabamos. Y aqui Adrian Paenza nos invita nue-
vamente a un viaje maravilloso a través de los problemas e historias
de ese universo llamado matematica que, de su mano, aprendimos
a disfrutar.

En estas paginas haremos otra visita al pais de las maravillas,
que, aun sin tortas magicas que nos empequenecen o gatos que
desaparecen dejando sé6lo su sonrisa, ha sabido regalarnos som-
brereros locos, cartas marcadas y nameros escondidos dignos de la
mejor de las Alicias. Dicho sea de paso, es interesante recordar que
la primera version de la querida Alicia en el pais de las maravillas no
tenia varios de los juegos algebraicos y personajes absurdos que la
hicieron famosa. Se dice que Lewis Carroll (el matematico Char-
les Dodgson, bastante conservador, segiin se cuenta) los incluy6
en versiones posteriores con la secreta intenciéon de burlarse de
algunos de los desarrollos bastante radicales de la matematica de
entonces. Quién diria: una de las historias mas conocidas y disfru-
tadas de todos los tiempos podria deber buena parte de su fama a
una interna entre matematicos...

Nuestro querido Adrian no deja historia con cabeza (como la
reina de corazones) ni recoveco sin husmear para demostrarnos,
una vez mas, que la matematica esta a la vuelta de la esquina (y en
la esquina misma), esperando que la descubramos, razonemos y
apliquemos. Nos muestra también como los matematicos no siem-
pre estan inmersos en una marana de ecuaciones y pensamientos
ininteligibles y, en cambio, se afanan por descubrir los secretos
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mundanos detras de las compras en la verduleria, de las propor-
cionesy los tamanos, de la intuiciéon nuestra de cada dia. Por ejem-
plo, conviene recordar que hay que tener cuidado si invitamos a
Adrian —o a otros matematicos— a comer pizza, ya que podriamos
quedar enfrascados en una fascinante y sustanciosa discusion so-
bre como cortarla de manera que las porciones resulten realmente
equitativas. El problema viene, sobre todo, si al mozo se le ocurre
realizar un primer corte descentrado, por lo que las porciones ne-
cesariamente seran desiguales. Asi, entre calculos, papersy opinio-
nes seguramente se nos enfriara el queso —pero quién nos quita lo
aprendido...—.

En fin, que la matematica sigue estando ahi, para quedarse. Lo
cual a esta altura ya se ha vuelto una sana costumbre.

Esta coleccion de divulgacion cientifica esta escrita por cientificos
que creen que ya es hora de asomar la cabeza fuera del laboratorio
y contar las maravillas, grandezas y miserias de la profesion. Por-
que de eso se trata: de contar, de compartir un saber que, si sigue
encerrado, puede volverse inutil.

Ciencia que ladra... no muerde, s6lo da senales de que cabalga.

DIEGO GOLOMBEK
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Prélogo

Empieza una nueva aventura. Un nuevo libro. EI quinto
de la serie.

Es curioso como cambiaron las cosas para mi en estos ultimos
cinco anos, desde que apareci6 el primer volumen de Matemdti-
ca... ;estdas ahi?

Antes, y debe de haber sido un problema mio (obviamente),
sentia la necesidad de “defenderme” porque me gustaba la mate-
matica. Ya no hablemos de “hacer” matematica, sino de tratar de
comunicarla, divulgarla, volverla popular.

La matematica tenia muy mala prensa. Hoy ya no creo que sea
tan asi. La sociedad (me parece) esta modificando su percepcion.
Es como si hubiera habido un click en algtn lugar, una lamparita
que se fue encendiendo y que motivé a muchas personas que his-
toricamente declaraban “yo no sirvo para la matematica”, “yo soy
pésimo en matematica”, “a mi nunca me interes6”, etc., a generar
una transformacion en algtn lugar.

Sin embargo, no me engano: no creo que la gente haya cam-
biado de idea. No. Siguen pensando lo mismo sobre lo que sufrie-
ron cuando eran jovenes (o ninos), pero lo que esta afirmandose,
creo, es la conviccion de que lo que creian que era la matematica
no era tan asi. Como si lentamente se abriera paso la sospecha de
que lo que les ensenaron en el colegio o en la escuela no ERA la
verdadera matematica.

En todo caso, es como si una buena parte de la sociedad advir-
tiera ahora que quizas fue un “sintoma de salud” que a uno no le
gustara, que la rechazara, que le resultara aburrida.
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Para decirlo de otra forma: creo que la reacciéon adversa que
produjo en usted o en la mayoria de las personas es absolutamen-
te comprensible. ;Cémo no habria de pasar? ;Por qué no habria
de pasar?

Piénselo de la siguiente manera: si ya adulto usted estuviera
sentado en una sala donde una persona le diera respuestas a pre-
guntas que usted no se hizo, posiblemente se quedaria un rato
por respeto al que habla, pero después de un tiempo razonable se
levantaria y se irfa. Al menos, es lo que haria yo.

Ahora traslademos esta situaciéon al caso de los jovenes/ninos
que van al colegio y en forma compulsiva tienen que sentarse y
enfrentar la misma escena dia tras dia, con la “Gnica” diferencia
de que ellos no pueden ausentarse voluntariamente. Tienen que
quedarse y escuchar. Quedarse y tomar apuntes. Quedarse y repe-
tir. Quedarse y prestar atenciéon como si les interesara. Tienen que
quedarse y aburrirse.

¢No es esperable entonces que la mayoria de la gente diga des-
pués, al cabo de varios anos, que “la matematica le resulté inex-
pugnable, aburrida, incomprensible e inttil”? ¢Por qué habria de
ser diferente?

Suponer, por ejemplo, que las marchas militares son LA musica
daria lugar a una situaciéon parecida. O que formar parte de una
barrera en un partido es EL fiitbol. No. Si uno quiere seducir a
alguien con algo, no puede empezar por ahi. La musica pasa por
Beethoven o la Negra Sosa, por Charly Garcia o por Marta Arge-
rich, por Piazzolla o los Beatles, pero no por Aurora o la Marcha
de San Lorenzo.

El fatbol es Maradona y Messi, Pelé y Ronaldo, gambetas im-
posibles o goles memorables en partidos trascendentes, y no tiros
libres desviados en una barrera bien formada por jugadores que
saltan al unisono. Es decir, eso que nos contaron y nos presentaron
durante muchisimos anos como “la” matematica produjo lo inevi-
table: un fuerte rechazo.

Lo que ni usted ni yo sabiamos en ese momento es que lo que
nos decian que era LA matematica, en realidad, no lo era. No es
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Prélogo 17

que no tenga NADA que ver con la matematica. SI, tiene que ver,
pero no es ni por asomo LA matematica. Estoy convencido de que
la matematica que hay que ensenar en los primeros estadios es
la matematica recreativa, la matematica del juego. Es cuestion de
encontrar los desafios adecuados, como si fueran tesoros, de salir
a buscarlos. Con la matematica HAY QUE JUGAR.

En todo caso, la idea no deberia ser acumular conocimientos o
conceptos, sino estimular la creatividad. Cualquiera de nosotros
puede almacenar informacion en su base de datos. Es s6lo cues-
tion de entrenar la memoria. Pero la memoria tiene “patas cortas”.
Uno se olvida de lo que no usa, y uno usa sélo lo que le sirve, lo
que necesita.

Por otro lado, si uno quiere “tararear” una cancién, no necesita
saber “escribir” musica, ni saber leer lo que esta escrito en un pen-
tagrama. Uno disfruta de poder cantar o escuchar una cancioén sin
necesidad de saber musica. ¢Se imagina lo que sentiriamos como
sociedad si se privara de la musica a todos los que no pueden com-
ponerla o leerla? Bueno, eso es lo que pasa con la matematica. En
los momentos iniciales de nuestras vidas nos pasamos muchisimo
tiempo tratando de aprender técnicas que poco tienen que ver
con la belleza que encierra. Y casi nunca llegamos a apreciarla.

O si quiere, exagerando, piénselo asi: uno aprende primero a
hablar y después a escribir. Un nino empieza a hablar al ano, mas
0 menos, pero recién escribe y se comunica de esa forma a partir
de los cuatro o cinco (o incluso mas). ¢Se imagina a un nino sin
poder hablar hasta no saber escribir?

¢Por qué no hacer lo mismo con la matematica? Mas alla de las
operaciones aritméticas elementales, el desatio no es “bajar linea”,
sino tratar de liberar la creatividad y la imaginacién que cada nino
posee. Lo que no tiene perdon es “matar la creatividad”. Los ninos
van al colegio o a la escuela con una pelicula virgen sobre la cual
vamos a ayudarlos a que escriban su vida. No cumplimos con la
tarea de adultos responsables si no los dejamos disfrutar de en-
contrar su propio camino. El placer del recorrido, no el supuesto
placer de la llegada.
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18 Matematica... ¢ estas ahi? La vuelta al mundo...

El objetivo es jugar y divertirse con la matematica en los prime-
ros anos. Disfrutar de hacer preguntas. Mejor dicho: lo que me
parece mas valioso es ayudar a generar preguntas.

Pero este libro no esta pensado s6lo para ninos, sino para todo el
mundo, para personas de cualquier edad. Se trata de poder —aun
ahora- “jugar con la matematica”, disfrutar de pensar, de conside-
rar problemas, de suponer que faltan datos y luego descubrir que
no era asi, de aprender a frustrarnos porque algo no nos sale tan
rapido como querriamos, y sobre todo, a disfrutar del trayecto. Y
siempre habra una pagina de respuestas que lleguen en auxilio de
la desesperacion cuando haga falta.

Quiero reproducir aca lo que lei alguna vez, aunque no sepa
exactamente a quién corresponde el crédito. En cualquier caso,
no soy yo el autor. Decia asi:

Uno no deja de jugar porque envejece,
sino que envejece porque deja de jugar.

La matematica no esta hecha para ser observada, ni para ver lo
que hicieron otros (y eventualmente frustrarse con eso). No. A la
matematica hay que hacerla, transformarla, mejorarla, cambiarla.
Y eso so6lo se consigue estimulando la creatividad.

Laidea entonces es tratar de recuperar (si es posible) algo de lo
que nos han privado (o que nos han “robado”) en nuestra ninez/
juventud: el placer de disfrutar de la “otra cara” de la matematica,
la que deberiamos haber conocido antes. El objetivo de todos estos
libros es que no nos perdamos la oportunidad de jugar con la ma-
tematica, aunque uno crea que “ya paso6 la oportunidad”.

Lo que sigue, entonces, apunta en esa direccion. Ojala que us-
ted disfrute al leerlo tanto como yo al escribirlo.

Continuara.

© Siglo Veintiuno Editores




Los problemas

Carrera de 100 metros y orden de llegada

Ademas de ser entretenido, este problema sirve para en-
trenar la capacidad de pensar. Por eso no vale la pena que lea el
resultado antes de intentar una respuesta. Perderia toda la gracia
(y creo que la tiene).

Aca va: se corrieron los 100 metros llanos en los juegos olimpicos.
Participaron en la final s6lo cinco competidores: Bernardo, Diego,
Ernesto, Antonio y Carlos. Fijese si, partiendo de los siguientes da-
tos, puede encontrar el orden en el que llegaron a la meta:

A) Antonio no fue ni el primero ni el altimo.

B) Antonio, sin embargo, qued6 por delante de Bernardo.

C) Carlos corri6é mas rapido que Diego.

D) Ernesto fue mas rapido que Antonio pero mas lento que
Diego.

Antes de avanzar, permitame sugerirle algo. En general, para re-
solver este tipo de problemas hace falta tener el tiempo suficiente
como para sentarse un rato, escribir y conjeturar. Llegar a la so-
lucion suele ser irrelevante. El atractivo, en todo caso, surge del
recorrido, de la capacidad para imaginar y pensar. Es, ni mas ni
menos, que un problema de logica pura. Que lo disfrute.

(Solucién: 115-121)
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20 Matematica... ¢ estas ahi? La vuelta al mundo...
Medias blancas y medias negras

En un cajon hay cuatro medias (no pares de medias, sino medias
sueltas) que son o bien de color blanco (B) o bien de color negro
(N). Se sabe que si metemos la mano y sacamos dos medias cua-
lesquiera, la probabilidad de que ambas resulten blancas es de %.
¢Cual es la probabilidad de sacar un par de medias negras?
(Solucion: 121-123)

Uvas y cerezas

Este es un problema clasico, muy lindo. Supongamos que usted es
un frutero que no sélo quiere vender frutas por separado sino que
intenta mezclar algunas frutas de estacion y ofrecerlas en contene-
dores especialmente preparados.

En este caso, el frutero tiene estas frutas:

a) 40 kilos de uvas que le costaron $ 71 por kilo.
b) Varios kilos de cerezas que le costaron $ 50 por kilo.

Si quiere usar todas las wvas, ;cuantos kilos de cerezas tendra que
incluir, de manera tal que la mezcla cueste ¥ 64 por kilo?
(Solucién: 123-124)

Grilla de numeros con incégnita

El que sigue también es un problema cldsico. Es decir, existen mu-
chisimas variantes, todas muy parecidas y con soluciones similares.
Una vez que haya descubierto qué es lo que hay que hacer, vera
que no vale la pena avanzar con otros ejemplos. Son todos iguales.
Aca va un caso.
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Los problemas 21

A uno le dan una grilla de letras y nGmeros como ésta:

A A B B 14
C D C D 6
A D C B 10
A D B B 11
14 7 10 X

El objetivo es reemplazar todas las letras por nameros enteros po-
sitivos de manera tal que, si uno suma todos los nimeros de la
primera fila, el resultado sea 14. Al sumar los de la segunda fila, el
resultado debe ser 6. En el caso de la tercera, 10,y en el de la cuar-
ta, 11. Ylo mismo con las columnas. La suma de la primera debe
dar 14, la segunda 7, la tercera 10 y la cuarta tiene un valor x, por
ahora desconocido. El problema consiste en encontrar los valores
de A, B, C, Dy también de x.!

(Solucién: 124-127)

Problema para pensar con dos digitos

Elija un namero de dos digitos cualesquiera (que no sean iguales).
Para fijar las ideas, yo voy a elegir uno: 73 (pero, obviamente, el
problema funciona con cualquier namero).

Escribalo en alguna parte. Ahora, conmute las cifras del nimero

1 Si el problema consistiera solamente en encontrar el valor de x, seria
mucho mas sencillo, ya que la suma de los nimeros de la Ultima co-
lumna (14, 6, 10y 11) y la suma de los nUmeros de la Ultima fila (14, 7,
10, x) tienen que ser iguales. Es decir:
14+6+10+11=41=14+7+10+x
41 =31 +x
Y de aca se deduce (despejando la x) que el valor de x es (41 —31) = 10.
O sea, uno puede calcular el valor de la x sin necesidad de conocer
A B, CyD.
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que eligié (“conmutar” significa cambiarlas de lugar). En el caso
que yo elegi (el 73), al conmutarlos digitos obtengo:

37

Una vez hecho esto, preparese para restar los dos nimeros (ponien-
do el mayor encima del menor). En este caso la cuenta seria asi:

73

37

Y el resultado es 36.
Ahora, fijese en la siguiente tabla:

1|!t|{11|@|21|# (31| =|41|%|51|% (61| |71 * |81| & |91 *
2| @|12| # |22| $ |32| # |42 $ [52| % |62]| $ |72| & |82| $ |92| @
3| #|13| @|23| + |33| ~ |43| # |53| + |[63| & |73| @ [83| * |93| $
4| $ (14| &|24| > |34| ! |44| ~ |54| & |64| + |74| @ |84| % |94| !
5|%|15| + |25| & |35| % |45| & |55| = [65| # |75| % |85| + |95| @
6|~ |16|% |26| $ |36| & |46| # |56| % 66| + |76| # [86| ! |96| %
7|+ 17| =|27| & |37| * |47| @ |57 | = |67| ~ |77| % |87 | # |97 !
8| *|18| & |28| =|38| + (48| @ |58| % |68| % |78| @ 88| " | 98| #
9| &([19| ~|29| & [39| =|49| & [59| $|69| # [79| ~ |89| % |99| &
10| = |20| + |30| = |40| % |50| ~ |60| # |70| * (80| $ [90| + | 00| &

Tabla 1

Fijese en el simbolo que se encuentra a la derecha del namero que
obtuvo. (En el ejemplo que he elegido, al lado del 36 esta el sim-
bolo &.)

Usted también encontré &, ¢no es asi?

Hagamos juntos otro ejemplo (elija otro namero). Yo voy a usar el
82. Como vimos en el caso anterior, conmuto los digitos (o sea, los
cambio de lugar). Ahora tengo el nimero 28. Los resto (es decir, al
mayor le resto el menor):
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82-28=54

Igual que antes, pero ahora con el namero 54 (y usted con el na-
mero al que llegd), fijese en la siguiente tabla:

31 41| % (51| % (61|~ |71] * |81]| > |91 *
32 42| $ [52| % |62 72| > (82| $|92| ~
33 43 53| + |63 73| ~ 83| * |93| $

$
>
34| 1 |44| ~ [54] > |64 + 74| ~ | 84| % |94] 1
1
+
A

~[12] 122
13| ~ |28
$ (14| > |24
15( + |25
A 116 % |26
+ |17 27

> = |l

|+ |en|—
—

>

35| % |45 55| = |65 75| % | 85| + |95 ~
36| > (46 56 | % | 66 76| ] |186| ! |96| %
37| ~ |47 57| = |67 77| % |87| ] (97| !
* 118 28 38| +|48| ~ |58| % [68| % |78| ~ | 88| * |98
> |19 29 39| = |49 59| $ (69| ]|79| ~|89|%|99
20 30| =|40| % |50| ~|60| ] [70| * |80| $ |90| > |00

v

L

I
@ |— |V

\'

olo|N|jo|la|s|w(rp|=
X

> |V

\%
\Y

—
o
]
+
V|V |—

Tabla 2

Observe el simbolo que figura a la derecha del nimero que en-
contr6. En mi ejemplo (82 — 28 = 54), al lado del 54 esta el sim-
bolo >. {No me diga que usted también encontré el mismo! ;Por
qué habra pasado esto?

Ahora, ¢no le dan ganas de descubrir como hice para que nues-
tros resultados coincidieran? Mas atn: ¢no le interesaria revisar
todo el proceso para entender como yo puedo saber qué simbolo
encontro?

Repita todo lo que hicimos juntos empezando con otro nimero.
Fijese nuevamente en lo que pasa. Creo que conviene que se tome
un tiempo para pensarlo...

(Solucion: 127-129)
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¢Quién dice la verdad?

No sé como lo vive usted, pero cuando yo escucho un problema que
me interesa, lo pienso durante un tiempo vy, si puedo, lo resuelvo
solo. Sino puedo, consulto, leo, hasta sentir que hice todo lo posible
por encontrar la respuesta. Pero aun cuando la encuentre (solo o
con ayuda), me sucede que después de un tiempo la olvido.

Por eso, cuando me tropiezo con el problema otra vez, en lugar
de recordar la solucién que encontré en algin momento anterior,
aprovecho para pensarlo nuevamente. Claro, hay veces que me
acuerdo de lo que habia hecho para resolverlo —porque lo vi hace
poco o porque me dejoé marcado por alguna razén—. Pero otras ve-
ces decididamente no me acuerdo. Y esto es bueno no sélo porque
me permite pensarlo de nuevo, sino porque me hace creer que
estoy frente a un problema nuevo.

Lo que motivo esta digresion es un problema que escuché hace
mucho tiempo, pero que tengo que volver a pensar cada vez que
veo. Y lo bueno es que siempre me lleva un poco de tiempo (o
mucho, dependiendo de las circunstancias). Lo planteo aca y la/
lo dejo con él. Es una verdadera joyita.

En el pais Vermentira (por ponerle un nombre), la gente esta di-
vidida de la siguiente forma: estan aquellos que dicen siempre la
verdad (los verdotones) y aquellos que mienten siempre (los men-
tirones). Lo curioso es que, al margen de que cada uno tenga esa
caracteristica tan particular, no hay forma de distinguirlos por su
apariencia.

Ahora supongamos que una persona viaja desde Madrid y, no
bien llega a este pais tan especial, se encuentra con tres mujeres,
que voy a llamar Alicia, Beatriz y Carmen. Esta persona esta infor-
mada de las caracteristicas en que esta dividida la poblaciéon de
Vermentira y, cuando enfrenta a estas mujeres, ansia ver de qué
manera puede descubrir a qué categoria pertenece cada una, y
entonces decide hacerles las siguientes preguntas:
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1) A Alicia le pregunta: “¢A qué categoria pertenece Bea-
triz?”. Y Alicia le contesta: A mentirones.

2) A Beatriz le pregunta: “;Es verdad que Alicia y Carmen
pertenecen a diferentes categorias?”. Y Beatriz le respon-
de: No.

3) Por altimo, le pregunta a Carmen lo mismo que le habia
preguntado a Alicia: “sA qué categoria pertenece Bea-
triz?”. Y Carmen le dice: Ella es una verdotona.

El problema consiste en poder contestar:

a) Con esas tres preguntas que hizo la persona, ¢se puede
determinar a qué categoria pertenece cada una de las
mujeres?

b) Si se pudiera, indique a qué grupo perteneceria cada
una (Alicia, Beatriz y Carmen).

¢) Sino se pudiera, explique las razones.

(Solucion: 129-131)

¢Cierto o falso?

El que sigue es un problema interesante, porque no requiere “sa-
ber” nada, ni haber “aprendido” nada. Es un problema “puro”.
¢Qué quiero decir con esto? Que no hace falta ningiin conoci-
miento previo ni haber estudiado nada de lo que nos “ensenan”
en ninguno de los escalones naturales de la educacion: escuela
primaria, colegio secundario, etc.

Para abordarlo, s6lo hace falta tener ganas de pensar. Nada mas.
Nada menos, también. La/lo invito a que se entretenga en el ca-
mino.

Se trata de poder decidir cual (o cuales) de las siguientes frases
es (o son) ciertas o falsas. Y, por supuesto, de dar una razén que
explique su conclusiéon. Aca van:
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1) Exactamente una frase de esta lista es falsa.

2) Exactamente dos frases de esta lista son falsas.

3) Exactamente tres frases de esta lista son falsas.

4) Exactamente cuatro frases de esta lista son falsas.

5) Exactamente cinco frases de esta lista son falsas.

6) Exactamente seis frases de esta lista son falsas.

7) Exactamente siete frases de esta lista son falsas.

8) Exactamente ocho frases de esta lista son falsas.

9) Exactamente nueve frases de esta lista son falsas.
10) Exactamente diez frases de esta lista son falsas.

(Solucion: 131-133)

Los eslabones de una cadena de oro

El que sigue es un problema interesante porque obliga a pensar...
lo cual no tiene nada de malo. Sin embargo, cuando me enfrenté
con €l crei que lo habia resuelto casi inmediatamente, aunque ha-
bia algo que me seguia intrigando. No estaba convencido de que
estuviera bien.

Sabia que la solucién estaba escrita en un libro (es un problema
que plante6 Martin Gardner hace muchos anos), pero me resistia
a mirarla. Por eso es que la/lo invito a que no se deje tentar por
las ganas de cotejar si la solucién que encontr6 es la ideal o no.
Es decir, tobmese un tiempo para buscar otras alternativas. Creo
que lo mejor es contarle el problema y dejar que lo piense con
tranquilidad.

Un joven esta estudiando en una provincia alejado de su familia.
Todos los meses, sus padres le envian una cantidad de dinero sufi-
ciente como para que pueda afrontar sus gastos.

Cierta vez, por una dificultad financiera, el dinero no llega a
tiempo y, para peor, le avisan que demorara algunas semanas. Ne-
cesita encontrar la manera de pagar el alquiler de la habitacion
en la que duerme, y recuerda que tiene una cadena de oro con 23
eslabones.
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Se le ocurre una idea y decide ponerla en practica. Habla con
la duena del hotel y, entre ambos, concluyen que si €l le da un es-
labon de la cadena por dia, cubre exactamente el valor diario que
paga por la habitacion. Y de esa forma puede solventar su estadia
durante los veintitrés dias. Sus padres le aseguran que el dinero
llegara en algtin momento durante ese lapso.

Entonces, como él sabe que recibira el dinero, tiene la inten-
cién de arruinar su cadena lo menos posible. Es decir, prefiere
hacer la menor cantidad de cortes posibles, de manera tal que
cada dia la senora tenga en su poder tantos eslabones como dias
él le adeuda.

En realidad, perfecciona un poco su idea porque advierte que,
si la mujer le permite entregar un eslabén un diay al dia siguiente
—cuando deberia entregarle otro— ella le devuelve el del dia ante-
rior y acepta canjearselo por una combinaciéon de dos eslabones,
y asi siguiendo, quiza pueda evitarse tener que cortar la cadena
todos los dias.

Después de explicarle su idea (para danar la cadena lo menos
posible), el acuerdo al que llega con la duena es el siguiente: €l
puede darle un eslabéon por dia, o puede darle un eslabon el dia
1, el dia 2 puede pedirle ese eslabon y entregarle a cambio una pe-
quena cadena compuesta por dos eslabones. El dia 3 puede darle
un eslabon solo (que junto con los dos que ella tiene le servirian
para pagar el tercer dia) o puede pedirle que le devuelva los dos
que ella ya tiene y entregarle un pequeno segmento (una “mini-
cadena”) con tres eslabones, y asi siguiendo, dia por dia. Lo Gnico
que deberia importarle a la duena es tener en su poder cada dia
la cantidad de eslabones equivalente a la cantidad de dias que el
estudiante estuvo en su hotel.

Ahora viene la pregunta: ¢cual es el minimo nimero de cortes
que tiene que hacer el joven estudiante para arruinar su cadena lo
menos posible y honrar su acuerdo los veintitrés dias?

(Solucion: 133-137)
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Probabilidad con dados

Con el siguiente problema le propongo un desafio. No sélo la/lo
invito a que encuentre la solucion, sino a que encuentre dos formas
distintas de llegar a ella. O, si quiere, a que busque atin mas.

En principio, cuando uno se enfrenta con una dificultad, la an-
siedad lo lleva a tratar de sacarsela de encima. Y por eso trata de
resolver el problema cuanto antes. Sin embargo, esa misma ansie-
dad lo/nos lleva a intentar por la fuerza bruta, que no es necesaria-
mente algo malo, s6lo que suele ocupar mucho tiempo (y a veces
resulta un camino tortuoso).

Por otro lado, s6lo cuando uno ha logrado saltar la vallay ya esta
mas tranquilo, puede mirar las cosas desde otra perspectiva, y es
entonces cuando, inesperadamente (a veces), aparece otra solu-
cion, u otra forma de plantearla en la que el resultado se presenta
mas claro y natural.

Acéava (el problema):

Laura y Daniel van a tirar un dado? una vez cada uno. Laura tira
primero. ¢Cuantos resultados posibles favorecen a Daniel? Es de-
cir, sen cuantos casos Daniel saca un nimero mayor que el de Lau-
ra? Mas aun, cuando uno obtiene este dato, ;cual es la probabilidad
de que Daniel saque un nimero mayor que el de Laura?

Lo interesante ahora es que primero piense si entendié qué hay
que resolver y, luego, se tome el tiempo necesario para hacerlo.
No hay apuro. No hay presiones.

(Solucién: 137-145)

2 Estoy suponiendo que al tirar el dado todos los nimeros tienen la
misma probabilidad de salir.
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Problemas que atentan contra la intuicion

Reconozco que tengo cierta debilidad por los problemas que aten-
tan contra la intuicion. Es que son los que desafian la imaginacion
y nos llevan a poner a prueba lo que c¢reemos que pasa con lo que
realmente pasa.

Quiero entonces plantear dos situaciones que parecen iguales,
pero que no lo son. Mas atn: la/lo invito a que se prepare para
resolver los problemas dandose un poco de tiempo. No se apure.
No salte inmediatamente a ninguna conclusion.

Por supuesto, si se le ocurre una respuesta no la descarte... Al
contrario: aprovéchela para analizarla y ver si efectivamente es la
mas adecuada. Aqui van:

a) La senora Lidia Rodriguez tiene dos hijos. Al menos uno
de ellos es un varon. ¢Cual es la probabilidad de que el
otro nino sea también varén?

b) La senora Rosa Gentile tiene también dos hijos. La ma-
yor es una nena. /Cual es la probabilidad de que el otro
hijo sea también una nena?

Como ve, los problemas parecen similares... pero no lo son. Aho-
ra, le toca a usted.
(Solucion: 145-146)

Un senor camina a 3 kilometros por hora a la ida
y a4 alavuelta

Un senor camina hacia la casa de un amigo a 3 kilometros por
hora, toca el timbre y advierte que su amigo no esta. Da la vuelta y
retorna al lugar de partida caminando mas rapido, a 4 kilémetros
por hora. El viaje, en total, le insume 21 horas. ;Cuantos kiléme-
tros camino?

(Solucién: 147-148)
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Cortar la torta entre tres comensales

Le propongo pensar el siguiente problema. Hay una torta y tres per-
sonas dispuestas a comerla. Ninguno quiere comer menos que los
otros. Y no hay forma de “medir” para saber con exactitud como
generar tres porciones iguales, por lo que hay que elaborar una es-
trategia que permita que los tres queden satisfechos. ;Cémo hacer?

Este problema, que parece totalmente érrelevante, puede adqui-
rir impensada actualidad. Por ejemplo, si tres paises se disputan
una porcion de tierra, ¢como hacen para dividirla de manera tal
que no se genere un conflicto entre ellos? También puede suceder
que haya que distribuir una herencia entre tres personas y lograr
que la operacion deje contentos a todos.

Estoy seguro de que usted puede aportar masy mejores ejemplos.
Pero lo que surge de estos casos es que lo que parece totalmente
inocuo e irrelevante en realidad s6lo lo es en el contexto de tener que
cortar una torta, ya que, en otro escenario y en otras condiciones,
tener una estrategia que satisfaga a todos los involucrados ya no es
algo tan trivial. Y aunque mucha gente no lo perciba, elaborar esa
estrategia también es hacer matematica.

El problema de la torta es un cldsico dentro de la matematica. Hay
mucha literatura escrita y soluciones de diferente tipo. Yo voy a
presentar s6lo una de ellas, que no es necesariamente la mejor.
Es s6lo una de las tantas que se conocen. Y, por supuesto, no es
una idea mia, sino una respuesta que circula desde hace mucho
tiempo.

Antes de dejarla/o que reflexione, quiero proponerle —para em-
pezar— que piense un problema un poco mas sencillo. Algo muy
parecido al planteo original, s6lo que en lugar de suponer que hay
tres personas para comer, se trata, en principio, sélo de dos. Es decir,
hay que dividir la torta en dos porciones que dejen contentos a los
comensales.

La idea es tratar de cortarla de manera que la division sea “jus-
ta”, en el sentido de que ninguno de los dos tenga nada para obje-
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tar. ¢Como hacer? La solucion es relativamente sencilla. (¢Quiere
pensarla por su lado?)

Laidea es que uno de los dos comensales se ocupe de cortarla en dos
partes'y el otro decida con cuil de las dos porciones se queda. Esta
parece una solucion justa, equitativa: “Uno corta, el otro elige”.

Ahora vuelvo al problema original: si en lugar de dos comensa-
les hay que distribuirla entre tres, sin que ninguno pueda reclamar
nada, ;como conviene hacer?

Aciala/lo dejo pensar a usted. Se trata entonces de elaborar una
estrategia que deje contentos a todos. No es facil. Pero tampoco im-
posible.

(Solucion: 148-150)

Velocidad promedio

El problema que sigue tiene, una vez mas, el condimento de lo an-
tiintuitivo. Por supuesto, como usted esta leyendo esta introduccion,
no bien se detenga en lo que se pide resolver tratara de “ignorar”
su primera reacciéon. Le pido que no lo haga. Déjese llevar por lo
que le parece que pasa... y verifique o ponga a prueba su respuesta.
Discutala con usted misma/o hasta convencerse de que o bien el
resultado que encontro6 es correcto o bien contiene algin error.

Una persona sale de su casa y hace un determinado recorrido a
una velocidad de 6 kilometros por hora. Cuando llega al final, da
la vuelta y disminuye la velocidad a 4 kilémetros por hora, hasta
que regresa a su casa. ;Cual es la velocidad promedio que utiliz6
en ir y venir?®

3 La velocidad (promedio) que lleva un vehiculo o una persona o cual-
quier movil se calcula dividiendo el “espacio recorrido” por el “tiempo
utilizado en recorrerlo”. Por ejemplo, si un auto recorre 200 kildmetros
en 4 horas, entonces la velocidad promedio es de 50 kildmetros por
hora (50 = 200/4).
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Aca lo dejo. No avance con lo que sigue hasta no haberse dado
la oportunidad de pensar la respuesta.

Quiero hacerle un par de preguntas (y no sabe cuanto me gustaria
estar cerca de usted para que podamos discutir las respuestas):

a) La solucion que encontroé, ¢fue que la velocidad prome-
dio era de 5 km/h? (Si es asi, contiene un error. Revise-
la y luego pensemos juntos por qué.)

b) ¢Se pregunto si el resultado depende del trecho que esta
persona tiene que recorrer? En todo caso, la respuesta
es que no depende de la longitud del camino.

(Solucion: 150-153)

¢Hasta donde usamos los datos?

El problema que sigue es verdaderamente fascinante. Y lo es por-
que cuando uno cree que no puede responder la incognita, que
no alcanzan los datos, que tiene que haber algtn truco... cuando
uno, en definitiva, esta a punto de rendirse, aparece algo que no
penso, no considero.

Ese es el valor de este problema: ponernos en una situaciéon en
la que creemos que no hay salida y, sin embargo, descubrimos que
si la hay. Y eso significa que abrimos un camino, exploramos algo
que no habiamos visto antes y que quizas, alguna vez, nos resulte
util. Quiero aclarar que este problema me fue sugerido por Carlos
Sarraute, uno de los mejores (y mas entusiastas) alumnos que tuve
en la Universidad de Buenos Aires. Aca va.

Suponga que estoy con dos amigos, Ay B. Me acerco al oido de Ay
le digo un namero (que obviamente Bno escucha). Yhago lo mis-
mo con B: le digo al oido un nimero (que ahora A no escucha).
Ambos son nimeros enteros y positivos.

Una vez hecho esto, digo (en voz alta) dos nimeros: el primero
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es la suma de lo que les dije a los dos y el segundo es un namero
cualquiera, elegido al azar.

El problema consiste en lo siguiente: Ay B tienen que poder
deducir qué numero tiene el otro. ;Coémo?

El procedimiento es el siguiente: primero le pregunto a A si, en
funcion de los datos que tiene, sabe cudl es el niimero de B. Si lo
sabe, lo dird, y tiene que poder explicar como lo dedujo. Y ahi ter-
mina el problema (ya que si A pudo descifrar qué namero tiene B,
ya no tiene sentido avanzar). En cambio, si no lo sabe, dira, légica-
mente: “No sé”. Y en ese caso el proceso contintia con B.

La secuencia se repite: le pregunto a Bsi él puede deducir (con
los datos que tiene) cual es el namero de A. Podria suceder que B
tampoco pudiera contestar. En ese caso, le vuelvo a preguntar a A.
Y asi siguiendo.

Por supuesto, el problema termina cuando uno de los dos deduce
el nimero del otro, o cuando el nimero de idas y vueltas termina
por cansarnos a todos.

Algo mas: esta claro que no se trata de “adivinar” el namero del
otro, sino de poder deducirlo, sosteniendo la respuesta con algin
razonamiento capaz de explicarla.

En resumen, A y B tienen como dato un nimero que el otro
no conoce. Los dos escuchan (porque yo los digo en voz alta) dos
nameros, de los cuales uno corresponde a la sumay el otro es un
namero cualquiera. El problema consiste en que cada uno de ellos
deduzca el nimero del otro.

Voy a proponer un ejemplo sencillo, y lo invito a que me siga en
la argumentacion, que vale la pena —créame- porque lo llevara a
pensar algo muy interesante que desafiara su intuicion.

Supongamos que le digo en el oido a A el namero 15,y a Botro
namero (que por ahora no escribo aca, de manera tal que poda-
mos pensar juntos como hacer). Eso si, en voz alta digo: 17y 25.

Empiezo preguntandole a A. A piensa un rato, pero dice “No
s€”, porque podria ser que B tuviera 2 o 10. (¢Entienden por qué?
Es que A tiene 15, y si los dos nlimeros que yo dije en voz alta son
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17y 25, B podria tener o bien 2, o bien 10.) Como A dijo que no
sabia, le pregunto a B, y Btambién dice “No sé”. Entonces vuelvo a
preguntarle a A, y A dice esta vez: el nimero que tiene Bes 10.
¢Gomo hizo? ;Como supo A que el namero de B tenia que ser el
10? Ahora lo dejo a usted. Créame que no hay trampa.
(Solucion: 154)

Dos hermanos y una carrera de 100 metros

Supongamos que dos hermanos, Ay B, corren una carrera de 100
metros. A es el mayor y, si bien B se esforzé tanto como pudo, al
final A le gan6 por 5 metros. Es decir, cuando A lleg6 a la meta, B
quedo exactamente 5 metros detras de él.

&
& 5 metros

Como B, el menor de los dos, se queda preocupado, A le propone
lo siguiente para tratar de compensar la diferencia: “Hagamos una
cosa: corramos de nuevo, pero esta vez te voy a dar 5 metros de
ventaja. O sea, empezas en el mismo lugar que la otra vez, pero yo
voy a salir 5 metros detras tuyo”.

En definitiva, la idea de A es que, en lugar de correr 100 metros
los dos, él va a correr 105, mientras que el hermano menor, B, co-
rrera la misma distancia que antes. A le esta dando a B 5 metros de
ventaja. De esa forma, piensa A, estaran parejos...*

4 Aunqgue no lo explicité, se supone (idealmente) que los dos hermanos
corren ambas carreras a la misma velocidad, con el mismo empuije, la
misma fuerza, etc.
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Las preguntas que surgen ahora son las siguientes: ¢la situaciéon
es efectivamente como supone A? ;Quién ganara la carrera esta
vez? ¢Van a empatar? (Ganara B? ;O volvera a ganar A?

(Solucion: 154-158)

Dos millones de puntos

Son muchos los problemas que ponen a prueba a una persona. Y
por “poner a prueba” no me refiero a los problemas que permiten
saber cuan buena es la persona, sino a los que sirven para estimu-
larla, para desafiarla, para “mejorarla” (si es que puedo usar esta
palabra).

Suele pasar que, cuando uno se enfrenta con este tipo de situa-
ciones, se siente tentado de pensar que “faltan datos”, o que “es
muy dificil”, o que “esto no me va a salir”, o peor atn: “jesto no es
para mi!”.

Lo interesante es que la mayoria de las veces todos esos argu-
mentos suelen esconder el miedo al fracaso, tan instaurado en la
sociedad. Es decir, se considera un fracaso que alguien no pueda
resolver algo cuando, en realidad, la palabra fracaso no cabe en
estas circunstancias (y me gustaria encontrar alguna en la que s¢
fuera la adecuada). Pero en principio es preferible escudarse de-
tras de alguno de los argumentos mencionados antes que apren-
der a disfrutar el trayecto que involucra pensar en algo, discutirlo
internamente, buscar alternativas, caminos que parecen incondu-
centes, relaciones que uno no sospechaba... Hasta que, o bien
uno decide que ha invertido suficiente tiempo y ya no da para
mas, o bien encuentra algunos resultados parciales, o bien da
con la solucioén.

Con estas reflexiones quisiera introducir un problema muy bo-
nito que lei en un libro del matematico norteamericano Charles
W. Trigg," a quien corresponde todo el mérito de lo que sigue. Lo

5 El libro en cuestion se llama Mathematical Quickies (Dover, 2000).
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Gnico que voy a hacer es transcribirlo para ampliar el nimero de
personas que puedan acceder a disfrutarlo.

En si mismo es un problema sencillo y facilmente comprensible.
Lo que sucede es que, al leerlo, aunque uno entienda lo que debe-
ria hacer, hay dos cuestiones que no parecen posibles:

* Que lo que se afirma sea cierto. Es decir, uno duda de
que el problema tenga solucion.

* Aun suponiendo que fuera cierto, ;qué hay que hacer
para convencerse, y convencer a los otros, de que es
verdad aunque no lo parezca?

Dicho todo esto, primero voy a enunciar el problema y lue-
go haré algunas reflexiones antes de dejarlo para que lo piense
tranquila/o.

Dice asi: “Supongamos que tenemos un circulo de 10 centime-
tros de diametro. Dentro de él, marcamos 2 millones de puntos. Con-
vénzase (y convénzame) de que, no importa ¢émo estén distribui-
dos esos puntos, siempre se puede trazar una recta que deje 1 millon de
puntos de un lado y 1 millon de puntos del otro”.

Antes de avanzar: esta claro que nunca en la vida uno se enfrenta-
ra con un problema de estas caracteristicas. O sea, la situacion es
puramente tedrica, de nula aplicacion prdctica. Sin embargo, es
posible resolverlo. El asunto es: ¢como hacer?, ¢qué hacer?, ¢por
donde abordarlo?

Ahora le toca a usted. Mientras tanto, me retiro al lugar de las res-

puestas. Alli lo espero.
(Solucién: 159-164)
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Encuestas y secretarias

Quiero proponerle dos problemas que tienen una relacién dificil
de advertir al principio. Pero si usted acepta analizarlos uno tras
otro, entendera de qué le hablo. No hace falta que los resuelva,
s6lo que los piense. En las soluciones explicaré por qué creo que
estan relacionados. Mientras tanto, la/lo invito a que los disfrute.

a) 300 encuestados, 3 candidatos

Pablo Milrud fue quien me cont6 este problema de légica (de
hecho, lo plante6 en el programa radial de Victor Hugo Morales
durante 2009). Le pedi el permiso que corresponde para poder
publicarlo, y aca va.

Una empresa que produce encuestas para luego venderlas a dis-
tintos partidos politicos quiere evaluar qué conocimiento tiene la
poblacion de una ciudad sobre tres potenciales candidatos a dipu-
tados. La idea es mostrarle al encuestado la foto de los tres candi-
datos y los nombres de cada uno (son tres hombres), a fin de que
cada persona asocie el nombre con la cara correspondiente.

Luego de hacer el relevamiento con 300 encuestados, los resul-
tados fueron los siguientes:

a) 70 encuestados no pudieron asociar correctamente nin-
guna de las caras con los nombres.
b) Otros 30 acertaron exactamente s6lo uno de los tres casos.

De los 200 que quedan, ¢cuantos acertaron los tres?

b) La secretaria, las diez cartas y el ayudante

La secretaria de un ejecutivo escribio y prepar6 diez cartas. Ya se
disponia a ensobrarlas cuando el jefe la reclamé para otra tarea.
Dej6 todo sobre su escritorio con la idea de terminar cuando
volviera.
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Un companero de trabajo quiso ayudarla para que no tuviera
que quedarse después de hora y ensobro6 las cartas pensando que
todos los textos eran iguales, sin reparar en que cada sobre debia
contener un texto diferente, especialmente preparado para el des-
tinatario. Es decir, al hacerlo de esa forma termin6 ubicando los
textos al azar.

La pregunta que quiero hacer es la siguiente: ¢cual es la proba-
bilidad de que haya incluido exactamente nueve de los diez textos
en el sobre correcto?

(Solucion: 164-165)

¢Podré adivinar el animal que usted esta pensando?

Quiero comprobar algo con usted. Sé que no podra contestarme,
pero le propongo que hagamos algo mentalmente para ver qué
sucede. Antes de avanzar, voy a numerarlas letras del abecedario. O
sea, manteniendo el orden alfabético, asociaré un namero a cada
letra. En todo caso, vea la tabla 1(p. 40).

Dicho esto, le propongo lo siguiente:

1) Piense un nimero cualquiera entre 1y 9 (obviamente,
aunque quiera, no va a poder decirmelo).

2) Multipliquelo por 9.

3) Sume los digitos del resultado.

4) A ese resultado réstele 4.

5) Ahora obtuvo un nimero de un solo digito.

6) Fijese en la tabla la letra que tiene asociada.

7) Piense en un animal que empiece con esa letra.

8) Vaya a la pagina de las respuestas y va a ver que yo sé en
qué animal penso6 usted.
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Tabla 1
(Solucioén: 166-167)

Un problema de aritmética
El que sigue es un problema de aritmética. Usted decide si le pare-

ce sencillo o no. En todo caso, mi objetivo no sélo es encontrar la
respuesta, sino aprender a hilvanar ideas y a sortear restricciones
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durante la busqueda. S6lo asi uno puede adquirir —casi inadverti-
damente— un entrenamiento que le sirve tanto para resolver este
problema como para abrir caminos que le seran utiles en otras si-
tuaciones. En algtn sentido, es como si estuviéramos aprendiendo
arazonar con una buena logica.

Acé va.

¢Cudl es el namero de 5 digitos que cumple con los siguientes
requisitos?

a) El primer digito es uno mdas que el segundo.
b) El Gltimo es cuatro menos que el primero.
¢) El cuarto es uno mds que el Gltimo.
d) La suma de todos los digitos es 35.
(Solucion: 167-170)

¢Cuanto vale cada camisa y cada pantalén?

Analice el siguiente problema y piense la solucion. Sélo cuando
haya dado con ella lea la solucién. Pero no lo haga antes: espere
hasta resolverlo. Aca va.

Se sabe que 3 camisas y 5 pantalones cuestan $ 200. Por otro lado,
se sabe que 2 camisas y 3 pantalones cuestan $ 130. :Estd en condi-

ciones de determinar cudnto cuesta cada camisa y cada pantalon?

(Solucion: 171-172)

Yo tengo el doble de la edad que tu tenias cuando...

Corria el ano 1964. Yo cursaba por la manana el quinto ano del
secundario en la Escuela Manuel Belgrano y por las noches asistia
al curso de ingreso (equivalente al CBC de hoy) que se dictaba en
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la “famosa sede” de la calle Per. El curso estaba dividido en dos
semestres: en el primero se dictaban Matematica, Biologia y Geo-
logia; en el segundo, Fisica y Quimica.

Del primer examen parcial recuerdo un problema particular.
Y créame que lo que esta a punto de leer fue exactamente lo que
nos pidieron que resolviéramos. Por alguna razén que ignoro ese
problema qued6 en mi memoria para siempre. Decia asi:

“Yo tengo el doble de la edad que tu tenias cuando yo tenia la
edad que tu tienes hoy. Si la suma de nuestras edades es 35
anos, ¢,qué edad tiene cada uno?”

No se apure a mirar la solucion... :Qué gracia tendria? Siéntese
con un poco de tiempo y piénselo. Es divertido, entretenido, e
incluso mas: ya es interesante tratar de entender el enunciado, que
parece un verdadero “trabalenguas”.
De todas formas, como siempre, incluyo la solucién.
(Solucién: 172-179)

Siempre hay un martes 13’

Es curioso que, si bien hay gente que dice no ser creyente en cues-
tiones que involucren la suerte o las supersticiones, fodos inexora-
blemente estan atentos a un martes 13. Es dificil buscar el origen
de esta creencia pero, mientras los latinos de todos los paises de
América (y los griegos) tienen una particular aversion por el “mar-
tes 137, las culturas anglosajonas desplazan esa supersticion al dia
viernes. Para ilustrar esta diferencia nada mejor que recordar que

6 Me refiero al edificio de la Facultad de Ciencias Exactas, situado en
la esquina de Pert y Alsina, donde ingresé la policia en la tristemente
famosa “noche de los bastones largos”, durante el gobierno de Juan
Carlos Ongania.

7 Pablo Milrud y Pablo Coll, productores cientificos del programa Altera-
dos por Pi (que se emite por el Canal Encuentro de la Argentina), me
sugirieron escribir esta curiosidad de los calendarios.
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las famosas peliculas Friday the 13", de la tltima parte del siglo XX,
fueron traducidas al espanol como Maxrtes 13.

La pregunta que uno puede hacer es la siguiente: ¢chabra habido
algiin ano en el que ninguno de los 52 martes haya caido el dia 13?
Mas atin: ¢chabra algtn ano en el futuro sin un martes 132 En lugar
de escribir la respuesta, me gustaria proponerle que la descubra-
mos juntos.

Hagamos el siguiente calculo. Tome un calendario cualquiera,
que corresponda a cualquier ano. Voy a elegir el de 2009, pero no
habra diferencia con el que haya elegido usted. Voy a anotar los
dias de la semana que corresponden a estas fechas:

13 de marzo

13 de abril

13 de mayo

13 de junio

13 de julio

13 de agosto

13 de septiembre
13 de octubre

13 de noviembre
13 de diciembre

En el caso de 2009, correspondieron, respectivamente, a los dias:

13 de marzo viernes

13 de abril lunes

13 de mayo miércoles

13 de junio sabado

13 de julio lunes

13 de agosto jueves

13 de septiembre domingo

13 de octubre martes

13 de noviembre  viernes

13 de diciembre domingo Tabla 1
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Ahora bien, si usted mira los dias de la semana que cayeron ese
ano (2009) va a ver que aparecen todos. Es decir: a cada dia de la
semana (de domingo a sabado) le corresponde el 13 en algin mo-
mento del ano. En particular, advierta que justo el 13 de octubre
es martes... martes 13.

Uno podria sospechar que esto es una casualidad. ¢Por qué ten-
dria que suceder todos los anos?

Aqui es donde lo invito a dar un paso mas. ;Cuantos dias hay
desde el 13 de marzo al 13 de abril? (Haga la cuenta.)

Sigo yo: el resultado es 31. ;Y cuantos dias hay entre el 13 de
abril y el 13 de mayo? Resultado: 30.
Aca abajo escribo la cantidad de dias que hay entre:

13 de marzo y 13 de abril 31
13 de abril y 13 de mayo 30
13 de mayo y 13 de junio 31
13 de junio y 13 de julio 30
13 de julio y 13 de agosto 31

13 de agosto y 13 de septiembre 31
13 de septiembre y 13 de octubre 30
13 de octubre y 13 de noviembre 31
13 de noviembre y 13 de diciembre 30 Tabla 2

Por altimo, s6lo para simplificar la forma de escribir, le voy a po-
ner un numero a cada dia de la semana. Voy a llamar

Domingo
Lunes
Martes
Miércoles
Jueves
Viernes
Sabado

o~ WOWN-=O

Tabla 3
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Luego, como el 13 de marzo es un dia viernes, como vimos en la
tabla 1, uno de los dias 13 del ano correspondié a un martes. En
este caso, fue el 13 de octubre.

Voy a construir una tabla que se independice de qué dia de la se-
mana cae 13 de marzo. Es decir, cualquiera sea el ano, 13 de marzo
sera uno de los siete dias de la semana. Respetando que entre el
dia 13 de cada mes hay una distancia® que evaluamos en la tabla 2,
tenemos la siguiente distribucion:

Marzo
Abril
Mayo

Junio

Julio

Agosto

Septiembre
Octubre

Noviembre

N|OoO|[AIN|O[W|=OW|W|O
W2l WwW|O(MINMNO|(H|=
A IO |O(GO|DN
a|lwocojla|dMO |~ =0 |W
|2 lO|WWOCJ]O N[O
ol dNIO|d 2|20
= |lojwl=|ladD|O|MINM|O

Diciembre

Tabla 4

Ahora, analicemos juntos la tabla 4. :Qué dice? Recuerde que cada
namero entre 0 y 6 corresponde a un dia de la semana (como in-
dicamos en la tabla 3).

Ahora bien: ¢como interpretar el nimero 0 que figura en la fila
de marzo? Esto significa que el 13 de marzo (de algtin ano) corres-
ponde al namero 0, o sea, un domingo. Si uno sigue la columna
hacia abajo, tomando en cuenta la distancia que hay entre los dias
13 de cada mes sucesivo, encuentra que —otra vez, independiente-
mente del ano— el 13 de abril corresponde al niimero 3, o sea, un
miércoles. Y si seguimos hacia abajo, veremos que el 13 de mayo
cae en el nimero 5, es decir, un viernes. El 13 de junio, en el na-

8 En este caso, utilizo la palabra “distancia” como forma de indicar la
“distancia en dias” que hay entre una fechay otra.
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mero 1, o sea, un lunes. EI 13 de julio, en el nimero 3, o sea, otra
vez un miércoles; el 13 de agosto en el nimero 6, un sabado; el 13
de septiembre en el nimero 2, un martes; el 13 de octubre en el
namero 4, un jueves; el 13 de noviembre en el nimero 0, un do-
mingo, y por altimo el 13 de diciembre en el nimero 2, o sea, un
martes (otra vez). En este caso, sin considerar ni enero ni febrero,
ya se ve que los dias 13 de septiembre y de diciembre correspon-
dieron a dias martes (como uno queria ver).

¢Como terminar el argumento? Basta con ver que, sin importar el
ano elegido, el 13 de marzo tiene que corresponder a alguno de los
dias de la semana (numerados del 0 al 6). En cuanto uno tiene ese
dato, ya sabe qué columna mirar. Luego, en alguna partede esa colum-
na tiene que haber un ntimero 2 (verifiquelo en la tabla 4)... y ese
namero correspondera al mes en el cual el dia 13 jes un martes!

Norta: Si quiere convencerse de otra forma, consiga los calen-
darios de los Ultimos diez anos vy fijese, por un lado, en el 1° de
marzo y, por otro, revise todos los martes del afio. Esto es lo
que va a descubrir:

a) el 1° de marzo de 2009 fue domingo y el 13 de octubre
fue martes

b) el 1° de marzo de 2008 fue sabado y el 13 de mayo fue
martes

¢) el 1° de marzo de 2007 fue juevesy el 13 de noviembre
fue martes

d) el 1° de marzo de 2006 fue miércolesy el 13 de junio
fue martes

e) el 1° de marzo de 2005 fue martesy el 13 de diciembre
fue martes

f) el 1° de marzo de 2004 fue lunes y el 13 de julio fue
martes, y, finalmente,

g) el 12 de marzo de 2002 fue viernes y el 13 de agosto fue
martes.
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Conclusion: cualquiera sea el calendario, el 1° de marzo sera al-
gun dia de la semana (obviamente). Luego, fijese en la lista que
va desde (a) hasta (g) y alli descubrira qué dia de ese ano fue
martes 13.

¢Qué ancho tiene el rio?°

El problema que sigue fue el que mas tiempo me acompand ulti-
mamente. En general, disfruto mas de aquellos planteos que no
tienen una solucion inmediata y que “llevo puestos en mi cabeza”
durante varios dias. Como siempre digo, de eso se trata: de discutir
internamente como abordar una situacion, cuales son las vias de
acceso que conviene tomar.

Mas atn, lo que mas me atrap6 de este problema es que me
parecia que no lo iba a poder resolver por falta de datos. Es muy
posible que a usted, luego de leerlo y pensarlo un rato, se le ocurra
una solucion rapida y sencilla, y no pueda entender como me llevo
tanto tiempo. Si es asi, barbaro. De todas formas, creo que vale
la pena que lo piense porque es muy facil entenderlo y elaborar
estrategias para resolverlo. Aca va.

Un rio separa dos ciudades. Cada una tiene un puerto y en cada
costa hay un barco. Los dos barcos salen al mismo tiempo cruzan-
do el rio en direccion opuesta, de manera tal de unir un puerto
con el otro. Cada uno hace el trayecto a velocidad constante, es decir,
mantienen la velocidad, que no necesariamente es la misma en
cada caso. Ahora bien: cuando cada barco llega al otro lado, da
vuelta inmediatamente, sin detenerse, y regresa al lugar de origen.
Y repiten el proceso unay otra vez.

9 Este problema fue publicado en el lioro Mathematical Quickies, de
Charles W. Trigg (decano emérito del Los Angeles City College). Pero
la formulacion original aparecio en la revista American Mathematical
Monthly, en febrero de 1940, jhace setenta afios! El autor que debe
llevarse el crédito es, entonces, W. C. Rufus.
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Los dos barcos salen al mismo tiempo. Se encuentran por pri-
mera vez en el camino a 7 kilémetros de una de las costas y conti-
nuan su trayecto. Cuando cada uno llega del otro lado, da la vuelta
al instante.

Los barcos vuelven a encontrarse una segunda vez, en este caso
a 4 kilometros de la costa opuesta.

Pregunta: ¢cual es el ancho del rio?

(Solucion: 179-184)

Numero maximo de porciones
al cortar una pizza

Le propongo algo muy sencillo: siéntese con un papel y una la-
picera y dibuje una pizza (o un circulo, es lo mismo). La idea es
empezar a cortarla en forma longitudinal (o transversal), pero con
el objetivo de lograr con cada corte la mayor cantidad de porciones
posibles. No hace falta que las porciones sean iguales, s6lo se trata
de que haya la mayor cantidad posible.

Por ejemplo, si uno ya la tuviera cortada en 4 (como se ve en la
figura 1):

Figura 1
y ahora va a realizar otro corte tratando de conseguir el mayor

namero de porciones, lo que no haria seria cortarla con una recta
que pase por el centro. (Fijese en la figura 2.)
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Figura 2

¢Como trazar la tercera recta de manera tal de tener mas de 6 por-
ciones, como en la figura 2?

Figura 3

Para eso, hay que trazar una recta que corte a las otras dos, pero no
donde se cortan entre ellas.

Como se ve en la figura 3, ahora, en lugar de 6 porciones (como
en la figura 2), hemos logrado 7. Es decir, uno aprende que cada
vez que realice un nuevo corte debe tener en cuenta dos cosas:

a) no pasar por el punto donde se cortan dos rectas ya
dibujadas, y
b) tratar de cortar todas las rectas que habia antes.

Ahora bien: yo podria seguir haciendo cada vez mas cortes y contar

cual es el maximo nimero de porciones que soy capaz de lograr
cada vez. En principio, tendriamos estas dos columnas:
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Numero de cortes Numero maximo de
o rectas porciones
0 1
2
4
7
11
16
22
29
37... Tabla 1

0N OGhA, WON =

Sin embargo, lo que le propongo es que trate de encontrar una
formula que le permita predecir cudl es el maximo nimero de por-
ciones que se pueden conseguir con x cantidad de rectas.

Por ejemplo, si le preguntara (a esta altura del problema) cual
es el maximo niimero de porciones que se pueden obtener con 50
cortes, ;(qué me contestaria? ¢Y con 1000?

En todo caso, antes de dejarla/o con usted misma/o, quisiera ha-
cerle algunas sugerencias (que puede obviar si tiene ganas de pen-
sar el problema por su cuenta y sin necesidad de que alguien le diga
c6mo). La/lo invito a que observe la tabla 1 y compruebe lo siguien-
te: a medida que uno realiza los cortes, la pizza queda dividida en
mas porciones. ;Cuantas mas? La tercera columna de la tabla 2 sirve
para “contar” en cuanto se incrementa el nimero de porciones con
cada nuevo corte. Por ejemplo, si con 2 cortes tenemos 4 porciones,
con 3 tenemos 7. Por eso, al lado del 7 (en la tercera columna) apa-
rece el nimero 3, que obtuve “restando” las 7 porciones que se for-
man con 3 cortes, menos las 4 que habia antes (con s6lo 2 cortes).

De la misma forma, al lado del namero 22 figura un 6. :Por qué?
Porque cuando hicimos 5 cortes, la pizza quedo6 dividida en 16 por-
ciones, mientras que con 6 cortes se obtienen 22. La “resta” entre
22y 16 es justamente 6, e indica la cantidad de porciones “nuevas”
en las que quedo6 dividida la pizza (véase la tabla 2).
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Cortes Porciones Diferencia
0 1

2
4
7
11
16
22
29
37

0O ~NOOGhAWON =
0O ~NOOGhAWODN =

Tabla 2

Es decir que el nimero de porciones nuevas que aparecen con cada
corte es lineal, en el sentido de que aumenta de a uno por vez.! Mas
aun, si uno hiciera ahora las diferencias de las diferencias, o sea,
una nueva columna donde restaramos los elementos de la tercera
columna en la tabla 2, entonces tendriamos lo siguiente:

Cortes Porciones Diferencia Doble diferencia

0 1
2
4
7
11
16
22
29
37

0O NOOGhA WON =
0O NOOGhA WON =

Tabla 3

Lo que se advierte es que, al hacer las primeras restas, hay una
diferencia de una porcién por cada corte. En cambio, al hacer el
segundo analisis (las diferencias de las diferencias), se obtiene una
constante: 1.

10 En realidad, de a uno mas que las que se habian agregado con el corte
anterior.
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Ahora bien, observe lo que sucede cuando uno hace la siguiente
tabla:

© 0O NO OGP~ WN = X
N
(3]

100 Tabla 4

'y
o

Y si ahora resta cada miembro de la segunda columna, tendra:

X x2 Diferencia
0 0

1 1 1

2 4 3

3 9 5

4 16 7

5 25 9

6 36 11

7 49 13

8 64 15

9 81 17

10 100 19 Tabla 5

Mas aun, incorporemos las diferencias de las diferencias, como habia-
mos hecho en el caso de las porciones de pizza:
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X x2 Diferencia Doble diferencia
1 1

2 3

3 9 5 2

4 16 7 2

5 25 9 2

6 36 11 2

7 49 13 2

8 64 15 2

9 81 17 2

10 100 19 2 Tabla 6

En este caso, si uno mira la tercera columna, se ve otra vez que las
primeras diferencias saltan de 2 en 2. Y'si uno verifica la cuarta co-
lumna, ve que las segundas diferencias dan constantemente 2.

¢Qué sugiere esto? Que si uno buscara una férmula que per-
mitiera calcular el nimero maximo de porciones que se pueden
conseguir con cada corte de la pizza, convendria recurrir a alguna
formula!! parecida a la que vimos recién (en la tabla 6). Se llaman
polinomios cuadrdticos o polinomios de segundo grado (por favor, no
se asuste con el nombre: es s6lo eso, un nombre...), y el caso mas
general posible se obtiene asi:

a-x2+b-x+c (*)

-
-

En realidad, estoy “conjeturando” que la férmula que resuelve el pro-
blema es un polinomio cuadratico. Y, de hecho, encontramos el que
da la respuesta. Pero se basé en una “conjetura mia”. Si uno quisiera
“demostrar” que a la soluciéon no le queda mas remedio que ser
cuadratica, teniendo en cuenta que ya vimos que las diferencias son
lineales, entonces se comprueba que el corte n (o el enésimo corte)
no puede agregar mas que n nuevas porciones, y eso ocurre esen-
cialmente porque el mejor corte atravesara las (n-1) rectas que habia,
lo cual equivale a decir que cruzara exactamente por n regiones,
dividiendo cada una en 2. De modo que podemos concluir que la
férmula sera: P(n) = P(n-1) + n, donde P(n) indica el nUmero méaximo
de regiones que se pueden conseguir con n cortes.
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Todo lo que debemos hacer ahora es realizar ciertos reemplazos
en la formula con algunos valores que conocemos y descubrir los
que no conocemos. La x representa el nimero de cortes que uno
hace, y el resultado sera el nimero de porciones que se obtienen.

Por ejemplo, si uno reemplaza la x con el valor 0 (que seria equi-
valente a “no hacer ningtn corte”) (véase la tabla 1), se obtiene
el resultado 1. Si uno reemplaza la x con el valor I (equivalente
a hacer “1 corte”), se obtiene el resultado 2. Si uno reemplaza la
x con el valor 2 (equivalente a hacer “2 cortes”), se obtiene el re-

sultado 4. Reemplazando estos valores en (¥) se obtienen estos
resultados:

a-02+b0+c=c=1
a-12+bl1+c=2=a+b+c
a-22+b2+c=4=4a+2b+c

Por lo tanto, se tienen estas tres igualdades:
c=1

a+b+c=2 (**)
4da+2b+c=4

Juntando la primera y la segunda igualdad en (**), como el valor
de ces 1, la segunda fila se puede escribir asi:

a+b+1=2

Es decir que, si pasamos el 1 restando del otro lado de la igualdad,
tenemos:

a+b=2-1=1
O sea,

a+b=1 (1)
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Si uno mira las tres igualdades de (**) se advierte que c = 1. Por lo
tanto, vinculando este dato con la tercera ecuacion, se deduce que:

4da+2b+1=4
O, lo que es lo mismo:
4a+2b=3 (2)
Si ahora multiplico por 4 la igualdad (1), obtengo:
4a+4b=4 (3)
Luego, restando (3) y (2), resulta esta igualdad:
2b =1 )
O, lo que es lo mismo:
b=
Pero entonces, si b = /3 uso la igualdad de (1) y concluyo que a tie-
ne que ser % también (ya que a + b tiene que ser 1). Luego, juntando
todo lo que aprendimos, resulta que:
a="%,b=%yc=1

Si ahora se fija en la formula (*), descubrira que la que estabamos
buscando es:

(1/2) x2 + (1/2) x + 1
O lo que es lo mismo:

(1/2) (X2 + x + 2)
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¢Como verificar ahora que ésta es la formula que estabamos bus-
cando? Reemplacemos los valores en los casos donde ya los cono-
cemos (haga usted la cuenta).

Six =0, se obtiene el valor 1.
Six=1,seobtiene (1/2) (1 +1+2)=2

Six =2, seobtiene (1/2) (4 +2 +2)=4
Six =3, seobtiene (1/2) 9 +3 +2)=7

Six =4, se obtiene (1/2) (16 + 4 + 2) = 11...

y asi siguiendo.

Por lo tanto, si quisiera calcular cual es el nGmero maximo de
porciones que puede conseguir con 50 cortes, lo que tiene que ha-
cer es reemplazar en la formula obtenida la letra x por el namero
50. 1Y hacer las cuentas!

(1/2) (502 + 50 + 2) = (1/2) (2500 + 50 + 2) = (1/2) (2552) = 1276

El nimero maximo de porciones que se puede obtener con 50
cortes es 1276. Y con 100 cortes:

(1/2) (10 000 + 100 + 2) = (1/2) (10 102) = 5051

Temperaturas

En este apartado tengo dos problemas para plantearle. En ambos,
lo primero que hay que hacer es decidir si tienen soluciéon o no.
Si la tienen, la/lo invito a que la encuentre, pero si cree que con
alguno de ellos no es posible hallar una respuesta, serd interesante
que pueda explicar(se) por qué.

Acd van. En una ciudad pequena, durante un invierno muy
crudo, se registro la temperatura durante cinco dias seguidos a la
misma hora, las 3 de la manana, y se descubri6 que fue diferente
cada dia (se consideraron nada mas que nameros enferos, o sea
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que se hicieron las aproximaciones o redondeos necesarios para
no tener que medir con decimales). Las preguntas que tengo
para usted son:

1) Si sabemos que al multiplicar las temperaturas de esos
cinco dias se obtiene el nimero 12, ¢es posible determi-
nar cuales fueron esos cinco nameros?

2) Si sabemos que al multiplicar las temperaturas de esos
cinco dias se obtiene el nimero 30, ¢es posible deducir
cuales fueron esos cinco nameros?

Ahora le toca a usted.
(Solucion: 184-187)

10 preguntas, 1024 nimeros

Este es un desafio precioso. Lamentablemente, ni yo estoy alli
mientras usted lo esta leyendo, ni usted esta ahora conmigo mien-
tras yo lo escribo. No importa. Hagamonos concesiones mutuas y
fabriquémonos nuestro mundo ideal.

Mire la tabla que figura en la pagina siguiente. Consiste en los
primeros 1024 ntimeros naturales. No los escribo todos, pero ima-
ginese que figuran alli.

Ahora, haga de cuenta que le muestra esta lista a un amigo, y
pidale que elija un namero cualquiera (mentalmente, sin que se
lo diga a usted).

El desafio consiste en lo siguiente: usted debe averiguar qué nu-
mero eligio él. Para conseguirlo puede hacerle s6lo 10 (diez) pre-
guntas, que él debe contestar con un “si” o con un “no”. :Se anima
a disenar una estrategia para conseguirlo?
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34

998 | 999 | 1000
1001 | 1002 | 1003 | 1004 | 1005 | 1006 | 1007 | 1008 | 1009 | 1010
1011 | 1012 | 1013 | 1014 | 1015 | 1016 | 1017 | 1018 | 1019 | 1020
1021 | 1022 | 1023 | 1024

Le aseguro que con 10 preguntas bien elegidas es posible descu-
brir el nimero que pensoé su amigo. ;Como hacer?

Una sugerencia: empiece proponiéndose problemas mas senci-
llos. Es decir, con menos nameros... y también menos preguntas,
claro.

(Solucién: 187-192)

Una joyita de la l6gica

Este libro contiene muchos problemas que desafian la mente. La
entrenan para “pensar distinto”, para recorrer caminos inexplo-
rados que tienen como objetivo fascinarnos, de una u otra forma.
Con ese proposito quiero ahora hacer una pregunta que quiza pa-
rezca ingenua, pero que conlleva un muy bonito ejercicio de logica.
Sigame por aca.

A la salida de un cine, una compania encuest6 a 100 personasy
obtuvo los siguientes resultados:

60 usaban jeans azules.

75 tenian computadora propia.
85 usaban zapatos negros.

90 usaban un anillo.
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La pregunta que tengo para hacerle es: de los 100 encuestados,
¢cual es el nimero minimo de personas que tenian los cuatro obje-
tos? O sea, el nimero minimo de personas que vestian jeans azules,
tenian computadora, llevaban zapatos negros y usaban un anillo.
(Solucion: 192-195)

¢Puede ser (n + 1) = n?

Sigame con el siguiente argumento, a ver si descubre donde esta el

error. Como tiene que haber un error, le propongo que lo busque

hasta encontrarlo, y que no se dé por vencida/o rapidamente.
Tome cualquier nimero natural n. Le recuerdo que los ntimeros

naturales son: 1, 2, 3, 4, ... Ahora bien: verifique la siguiente férmu-

la, que s6lo consiste en elevar el nimero (n + 1) al cuadrado:

n+1)2=n2+2n+1

Basta hacer la cuenta para convencerse del renglon anterior.
Ahora bien, pasando de miembro (27 + 1) se obtiene:

(n+1)2-(2n+1)=n?
Restando de ambos lados n (2n + 1),
m+1)2-2n+1)-n(2n+1)=n2-n(2n + 1)

O sea, sacando (2n + 1) como factor comun en el miembro de la
izquierda,

mM+1)2-n+1)(2n+1)=n2-n(2n + 1)
y sumando

(1/4) (2n + 1)
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en ambos lados, se obtiene ahora

n+1)2-(n+1)(2n+ 1)+ (1/4) (2n + 1)2 =
=n2-n(2n + 1) + (1/4) (2n + 1)? *)

Usted puede verificar ahora que el término de la izquierda de (*)
(n+1)2=(n+1)(2n + 1)+ (1/4) (2n + 1)?

esigual a
[(n + 1) - (1/2) (2n + 1)

mientras que el término de la derecha de (*) esigual a
[n-(1/2) (2n + 1)P?

Por lo tanto, la féormula (*) se puede reescribir asi:
[n+1)-(1/2) 2n + 1)?=[n - (1/2) (2n + 1)]? *

Sacando raices cuadradas de ambos lados, tenemos
[(n+1)-(1/2) (2n + 1)] = [n - (1/2) (2n + 1)] ()

O sea, observando que el término
(1/2) (2n + 1)

aparece restando en ambos lados, se lo puede simplificar y, por lo
tanto, se obtiene la siguiente extrana igualdad:

(n+1)=n

Esta Gltima afirmacién no puede ser cierta. No puede ser verdad
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que (n + 1) = n. Entonces, ¢de donde surge esta contradicciéon?
Se lo dejo para que lo piense por su cuenta. (Dénde esta el error?
Porque, como escribi mas arriba, tiene que haber un error. Pero
¢en qué paso?

(Solucién: 195-196)

Cuatro parejas invitadas a una fiesta y la dueiia de casa

El siguiente problema es de verdad extraordinario. Le cuento bre-
vemente como tropecé con él. En febrero de 2009, en el marco
de las conferencias TED (Technology, Entertainment, Design),
en California, uno de los expositores era Dan Ariely, profesor en
el MIT (Instituto de Tecnologia de Massachusetts, en Cambridge,
muy cerca de Boston). Yo habia leido su ultimo libro, Predictably
Irrational (o sea, Predeciblemente irracional), y me despertaba mucha
curiosidad escucharlo hablar. No s6lo no me defraudé durante
los dieciocho minutos que duré su charla, sino que fue uno de los
mas aplaudidos.

Poco tiempo después, revisando su pagina web y su historia, en-
contré el problema que voy a contar aca y que me parecio extraordi-
nario. Ahora bien: ¢por qué extraordinario? Bueno, creo que cuando
uno da con un problema cuya solucién le parece imposible con los
datos ofrecidos, termina poniéndolo en una categoria distinta de la
de la mayoria de las cosas que uno piensa habitualmente.

Es decir, puede ocurrir que un problema cualquiera sea muy
dificil, con una solucién esquiva o potencialmente imposible de
encontrar. Pero eso s6lo habla de que algunas veces no tenemos
el entrenamiento suficiente para abordarlo. Diferente es el caso
cuando uno esta convencido de que los datos que le dieron no
seran suficientes para dar con la respuesta. Eso lo ubica en una
categoria distinta. Y justamente este problema pertenece a un de-
partamento diferente.

No sé si el autor original es Ariely. Mas atin: no lo creo. Pero es
irrelevante. Yo lo vi por primera vez en un material suyo y luego
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no encontré otra fuente en la que se hiciera referencia a quien lo
habia planteado por primera vez. Aca va. Eso si: 1éalo con aten-
cion (es verdaderamente sencillo... al menos de comprender, y
después se transforma en algo entretenidisimo para pensar).

Una pareja se mudo6 a una ciudad donde no conocia a nadie. Con
la idea de relacionarse y hacer amigos, ambos decidieron poner
un aviso en el diario local, en el que invitaban a parejas de edades
parecidas a las de ellos (entre 20 y 40 anos) para que asistieran a
una fiesta en su casa el viernes siguiente a las 8 de la noche.

Lleg6 el dia viernes y a las 8 se presentaron cuatro matrimonios.
De esta forma, entre los duenos de casa y los visitantes habia 10
personas. Nadie conocia a nadie (salvo los miembros de cada pa-
reja entre si). El dueno de casa pidi6 a todos los participantes (9,
porque €l se excluyo) que se acercaran a las personas que no co-
nocian, se presentaran y se dieran la mano (por supuesto, con la
excepcion del marido y/o mujer de su propia pareja).

Después de unos pocos minutos, el dueno de casa intervino otra
vez y les pidi6 que se detuvieran. Que no se saludaran mas, ya que
€l queria preguntarle a cada uno a cuantas personas habia saluda-
do hasta ese momento (estrechandole la mano, se entiende).

Obtuvo 9 (nueve) respuestas diferentes entre si: 0, 1, 2, 3, 4,
5,6, 7y 8, entendiendo que la persona que contesto cero lo hizo
porque todavia no habia alcanzado a saludar a nadie. Otra le dijo:
“Saludé exactamente a una persona”; otra: “Saludé exactamente a dos
personas”, y asi hasta que la Gltima le contest6 que habia saludado
exactamente a ocho personas (que corresponderian a los integrantes
de las otras cuatro parejas).

La pregunta es: ;cuantas manos estrech6 la mujer del anfitrion?
O mejor dicho, ¢a cuantas personas saludoé la duena de casa? Ya sé,
parece imposible que uno pueda deducir la respuesta, pero créa-
me que s¢ se puede. Ahora es su turno.

(Solucion: 197-199)
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La historia de los cuatro azulejadores

Muchas veces en la vida cotidiana uno tiene que optar entre dos,
tres 0 mas personas que se proponen para realizar un trabajo. Cada
una de ellas ofrece ventajas y desventajas. Por ejemplo, algunos
pueden completar el trabajo mas rapidamente y por eso cobran
mas. Otros, en cambio, necesitan mas tiempo, tardan mas y quiza
por eso cobran menos. ¢Cual elegir? ;Qué criterio usar?

Mas atn, ¢y si uno pudiera contratar a dos (o mas) para que
trabajaran simultaneamente? ;En cuanto se abrevia el tiempo que
necesitan para llevar a cabo la tarea?

El siguiente problema sirve para abordar este tipo de casos. Es
ficticio, claro esta, pero muy util para aprender a pensar (y resol-
ver) esas situaciones. Aca va.

Las autoridades de un colegio estaban orgullosas del patio que
tenian. Mas de mil alumnos pasaban horas disfrutandolo en sus
distintas actividades. Pero el uso tan masivo ponia a esas mismas
autoridades en la necesidad de azulejarlo cada tres anos. Un ne-
gocio de la zona les ofrecia los servicios de cuatro diferentes azu-
lejadores. Cada uno trabajaba a su propio ritmo y, naturalmente,
cobraba de acuerdo con esa variante. Es decir, como azulejaban
a distintas velocidades, el que trabajaba mas rapido para cumplir
con el mismo trabajo cobraba mas.

Llamemos A, B, Cy D alos cuatro trabajadores. El detalle de las
velocidades es:

® A podia azulejar el patio en 2 horas,

® B necesitaba 3 horas,

¢ (, en cambio, tardaba 4 horas, y por ultimo

* D, que era el mas lento (y quien cobraba menos), utili-
zaba 6 horas.

Tengo un par de preguntas para hacer. La primera es: ;cuanto
tardarian en azulejar el patio si trabajaran todos juntos? Como la
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otra pregunta se relaciona con la respuesta a la primera, la dejo
para después, en el apartado de las soluciones.
(Solucion: 200-203)

Estrategia para ganar siempre

Hace muchos anos (alrededor de 1985) compartia un espacio
con mis queridas amigas Alicia Dickenstein y Carmen Sessa, que
ademas son magnificas matematicas. Todos los dias usabamos ese
espacio para pensar nuestras clases, discutir problemas comunes
de nuestras investigaciones, corregir examenes, revisar potencia-
les soluciones, cursar algunas materias que nos interesaban... algo
asi como vivir la vida de tres profesores universitarios en un lugar
extraordinario como es la Facultad de Ciencias Exactasy Naturales
de la UBA.

Un mediodia, Carmen lleg6 con un problema que le habia plan-
teado un alumno. Mas que un problema era el diseno de una es-
trategia para ganar siempre en un juego que €l le habia contado.
Lo que nos planteamos los tres era si “tal” estrategia existia o podia
existir. Lo que sigue, entonces, es el relato de lo que sucedio ese
mediodia de hace mas de veinte anos.

El juego consistia en lo siguiente: hay dos personas sentadas frente
a una mesa rectangular.!? Cada una tiene una cantidad de mone-
das, todas del mismo tamano, que le permitirian cubrir la totali-
dad de la mesa si quisiera. Cuando le toca el turno, cada jugador
apoya una moneda arriba de la mesa, sin superponerse con las
otras. No importa que esté tolalmente apoyada, lo que si hace falta

12 Elegi una mesa rectangular para proponer una manera de jugar, pero
uno podria preguntarse qué pasaria con otro tipo de mesas. Para que
la estrategia tenga sentido, hace falta que la mesa sea simétrica. No
necesariamente tiene que ser un rectangulo. Podria ser cualquier poli-
gono regular, o un circulo, o una elipse incluso, pero simétricos.
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es que la moneda no se caiga de la mesa. Por ejemplo, uno podria
apoyarla en el borde, pero tiene que tener la garantia de que no se
caera. Se van alternando los turnos hasta que, en un determinado
momento, ya no hay mas espacio para apoyar monedas sobre la
mesa (sin que se caigan o se superpongan). El participante que se
quede sin lugar para apoyar una moneda pierde.

La pregunta es: si usted fuera, de los dos jugadores, el que pone
la primera moneda sobre la mesa, ¢seria capaz de disenar una es-
trategia que le permitiera ganar siempre, independientemente de
lo que hiciera su rival?

Como escribi mas arriba, uno podria cuestionarse si tal estrategia
existe. La/lo dejo con usted mismo. Piénselo, porque es un pro-
blema entretenido.

(Solucion: 203-205)

Los soldados de Conway

Lo que sigue es pura matematica. Parece disfrazada de “juego de
damas”, o mejor dicho de soldados, pero no le crea: es una manera
mas de hacer matematica.

Este comentario viene a cuento por la percepcion que en gene-
ral se tiene de la matematica. Al leer lo que figura mas abajo, vera
que también usted empieza a dudar. Es decir, creera que estoy exa-
gerando, porque lo que sigue se parece mucho a cualquier juego
que requiere un tablero (ajedrez, ludo, damas, etc.). Intuyo que
mas o menos todos hemos estado involucrados en alguno de ellos
alguna vez en nuestras vidas.

Por supuesto, no digo que esto sea (ni mucho menos) lo tinico
que hay o habria que ensenar de matematica, pero si en los cole-
gios y escuelas uno mostrara que “hacer matematica” es también
pensar soluciones de juegos como los que figuran mas abajo, y/o
disenar estrategias para ver si un problema tiene solucion, apuesto
a que los jovenes (a quienes no culpo de ninguna forma) que hoy
detestan esta materia o que no saben como hacer para zafar de las
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horas de matematica que tienen que cursar inexorablemente...
estoy seguro, decia, de que todos (o casi todos) tendrian un interés
distinto.

Por otro lado, ¢a quién no le gusta jugar? ¢Quién no jugé alguna
vez a algo? ¢Por qué el jugary el pensar, o el disfrutar con la mezcla
de ambos, no forma parte de nuestros programas de matematica
en las etapas de formacion?

El problema que sigue fue inventado por el excelente matematico
inglés John Conway, del cual hablé algunavez en el “Juego de lavida”
(véase Matematica. .. ;estdas ahi? Episodio 3,14..., p. 114). En el mundo
se lo conoce como el problema de “Los soldados de Conway”.

Si bien no hace falta para entender el planteo, es 1til haber ju-
gado alguna vez a las damas,'® simplemente porque ésa es la forma
en la que uno avanza con sus piezas, saltando por encima de otras
(a las que quita del juego). Pero no se preocupe si usted nunca
jug6 a las damas, porque no le acarrea ninguna desventaja. De to-
das formas, a diferencia de las damas, aqui hay un solo jugador.

Lo que Conway propuso fue lo siguiente: imagine que tiene un
tablero de ajedrez, pero infinito. Escribo la palabra infinito por-
que estoy pensando que, en lugar de ser un tablero comun de 8
x 8, éste se extiende indefinidamente hacia derecha e izquierda,
y también hacia arriba y abajo. En lugar de 16 piezas, como en el
juego de damas, usted tiene a su disposicion la cantidad de piezas
que quiera. Justamente Conway llama “soldados” a estas fichas, y
de ahi el nombre del juego. Ahora haga de cuenta que hay una
linea divisoria horizontal que separa el tablero en dos: la parte de
“arriba”y la de “abajo”.

En la parte de arriba no hay ningtn soldado. Esta todo vacio. En
cambio, en la parte de abajo, usted puede usar las piezas que quie-
ra. Para poder avanzar en el tablero (como en las damas), se trata
de saltar por encima de una ficha en forma horizontal o vertical,

13 O al Senku, para aquellos que alguna vez pudieron jugar a este juego,
un poco mas popular en Europa que en América.
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siempre y cuando uno aterrice en un lugar vacio y la pieza sobre la
que salt6 quede excluida del juego.
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Figura 1 Figura 2
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X

Figura 3 Figura 4

¢Cual es el objetivo? Avanzar hacia arriba (con movimientos “le-
gales”) de manera tal de poder ubicar un soldado lo mas arriba
posible. Es decir, tratar de ocupar algun casillero del otro lado de
la linea divisoria, y que ese casillero esté lo mas arriba posible.

Empiezo con algunas preguntas: ¢se le ocurre alguna forma de
llegar a la primera fila de arriba? (La/lo dejo para que lo piense y
luego sigo yo.)

Como se ve en la figura 1, la solucién es muy sencilla. Basta con
disponer los soldados como se ve alli, y entonces uno alcanza la
primera fila inmediatamente. Y lo mas importante es que lo pudo
hacer usando solamente dos soldados y un solo movimiento.
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Ahora, Conway dobla la apuesta. ¢;Hay alguna forma de distri-
buir sus piezas del lado de abajo de manera tal de llegar (usando
los movimientos permitidos) a la segunda fila de arriba?

La respuesta es: si, se puede. Descubra usted entonces cuantos
soldados (piezas) le hicieron falta y cuantos movimientos uso. Vea
la figura 2.

Observe que ahora son necesarias 4 piezas y 3 pasos con esa dis-
tribucion. Vale la pena que se detenga un rato y piense por qué no
se puede hacer en un nimero menor de pasos.

Es que seguro se necesita mas de un paso: con uno solo no se puede
llegar a la segunda fila, porque hace falta que haya un soldado en
la primera, y como al principio del juego no hay nada del lado
de arriba, inexorablemente hemos necesitado un paso antes para
poner esa ficha alli. Luego, un paso no es suficiente.

Después, debajo de la pieza que quedo6 arriba en la primera fila
no puede haber quedado ninguna otra porque uno usé ese casi-
llero para llevar esa pieza hacia arriba. Luego, hace falta un mo-
vimiento mas para poner otra pieza en ese lugar (para que pueda
“comer” a la que estd arriba y de esa forma depositar la que quere-
mos en la segunda fila).

En resumen, uno lo puede hacer pero necesita 4 piezasy 3
pasos.

¢Ysiuno quiere llegar a la tercera fila? ;O ala cuarta, o la quinta?
¢Y mas arriba? ¢Cuantos soldados hacen falta? Y cuantos pasos?

Lo interesante es lo siguiente: para poder llegar a la tercera fila
hacen falta 8 piezas distribuidas (como se ve en la figura 3). Y para
llegar a la cuarta fila son necesarias 20 piezas, y una de las distribu-
ciones que se pueden usar es la que se ve en la figura 4.1

14 Si observa lo que sucedia en los primeros pasos, cuando uno queria
llegar a la fila uno, con 2 piezas alcanzaba. Para llegar a la fila dos,
necesitaba 4 piezas. Para ocupar la fila tres, se necesitaban 8. Uno
“podria” conjeturar, mirando estos nimeros,

© Siglo Veintiuno Editores




68 Matematica... /estas ahi? La vuelta al mundo...

Pero ahora uno tropieza con una dificultad. Intente llegar hasta
la quinta fila y fijese cuanta suerte tiene. Créame: trate de llegar
hasta alli arriba y vera lo que pasa.

Muchos procuraron encontrar alguna forma de llegar a la quinta
fila de arriba... pero, como le pasé a usted, no pudieron. No im-
portaba la forma que eligieran, ni la distribucion de las piezas...
no lo podian lograr (por eso le propuse que lo intentara por su
cuenta, para comprender el grado de dificultad que implica).

Hasta que John Conway prob6é que, no importa con cuantas
piezas empiece ni cuantos pasos dé, jno hay manera de llegar a la
quinta fila!

La demostracién'®

escapa a lo que yo puedo hacer aca, pero
créame que lo que hace Conway es usar un poco de matematica
(no muy avanzada) y mucha creatividad. Y eso es lo que (creo)
deberiamos aprender a valorar mas: la creatividad, y no tanto el
conocimiento enciclopédico. Importa mas estimularnos a pensar
distinto, por fuera de lo convencional. Por lo tanto, mas alla de
encontrar la solucién, lo notable es poder demostrar que, inde-
pendientemente de lo que uno haga, no va a poder llegar hasta
arriba.

Eso es lo que impacta y transforma este juego en algo tan valio-
so: la posibilidad de pensar como avanzar sin saber si es posible
o no llegar a destino. Uno puede presumir que es uno el que no
encuentra la formula para lograrlo, y que otro podria llegar si hi-

Fila Piezas
1 2
2 4
3 8

que la formula “deberia” ser: para llegar a la fila n hacen falta 2" piezas.
Sin embargo, esta formula es falsa.

15 La demostracién de esto se puede encontrar (en inglés) en:
<http://plus.maths.org/issuel2/xfile/>.
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ciera algo diferente de lo que se nos ocurri6 a nosotros. Por eso, lo
extraordinario es que haya alguien (Conway) que demostré que,
cualquiera sea la estrategia, nadie va a poder resolverlo.

De eso se trata. De disfrutar de pensar aun sabiendo que el pro-
blema que uno encara tal vez no tenga solucién. El hecho de po-
der demostrar que no existe una solucién representa un avance
increible en la mayoria de las situaciones de la vida que uno en-
frenta. Y por eso la matematica tiene semejante potencia.

Cuadrados de Bachet

Tome un mazo de cartas. Puede ser un mazo de cartas espanolas
(con las que se juega a la Escoba de quince o al Truco) o de cartas
francesas (con las que se juega al Poquer o al Gin Rummy). En
todo caso, cualquiera de ellos sirve.

Para fijar las ideas, voy a suponer que elegi las francesas, porque
son las que se usan en los casinos de todo el mundo, aunque a los
efectos de lo que quiero hacer es totalmente irrelevante. Como
usted sabe (y puede ver en la figura 1), hay cuatro palos diferentes:
corazon, pica, trébol y diamante.

Figura 1
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Seleccionemos entonces estas 16 cartas:

a) Los cuatro reyes (las cuatro letras K).

b) Las cuatro reinas (las cuatro letras Q).

c) Los cuatro caballeros (las cuatro letras J).
d) Los cuatro ases.

El objetivo es formar cuatro filas y cuatro columnas con las 16 cartas.

PrecunTA 1: ¢ Cuantas maneras hay de fabricar un cuadrado
como ése? Es decir, ¢cuantas formas hay de ubicar las cartas
en una grilla de 4 por 4 (4 filas por 4 columnas)?

PreGUNTA 2: De todas las formas que encontrd al contestar

la pregunta 1, o sea, de todas las configuraciones posibles,
jcuantas hay que cumplan simultdneamente con las siguientes
restricciones?

1) Que cada letra aparezca s6lo una vez en cada filay en
cada columna.

2) Que cada “palo” aparezca solo una vez en cada fila y en
cada columna.

3) Que cada palo y cada letra aparezcan una sola vez en
cada una de las dos diagonales.

Un ejemplo de esta disposicion es la que se ve en la figura 2. Este
tipo de cuadrados se llaman “Cuadrados de Bachet”.!

16 Se los llama asi en homenaje al matematico francés Claude Gaspard
Bachet de Méziriac (1581-1638), quien fue el primero (del que se tenga
registro) que planted este tipo de problemas con cuadrados “mégicos”.
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A
v

Figura 2
Ahora le toca a usted.
(Solucion: 206-216)
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Camaleones

El siguiente problema es verdaderamente espectacular. Si bien es
muy conocido,!” cada vez que tropiezo con él me atrapa y me obli-
ga a quedarme un buen rato tratando de pensar nuevamente la
solucion. Y aunque sé que ya lo pensé antes, en lugar de tratar de
recordar la respuesta anterior, prefiero enfrentarlo como si fuera
uno nuevo y disfrutar del proceso de resolverlo.

Hay muchas versiones posibles y, obviamente, voy a elegir una
sola, pero si usted conoce otra, mejor aun: le servira para compa-
rar. Aca va la que mas me gusta a mi:

En una isla hay 45 camaleones de 3 variedades distintas. 17 son de
color borravino (B), 15 son rojos (R) y 13 son parpura (P). Cada
vez que dos camaleones de distinto color se encuentran, cambian
al tercer color. Por ejemplo, si uno B se encuentra con uno R, en-
tonces ambos se convierten en P.

La pregunta es: ¢chay alguna forma de hacer que se encuentren
de manera tal que en sucesivos pasos todos terminen siendo del
mismo color?

Es un problema precioso que, como usted advierte, s6lo requiere
ponerse a pensar en una estrategia que sirva para resolverlo. ¢Se

17 Este problema se puede encontrar en diferentes lugares en la red,
por eso incluyo acé solo algunos: <http://home.att.net/~numericana/
answer/recreational.htmifraise>, <http://www.joaoff.com/wp-content/
uploads/2009/07/chameleons.pdf>. Si bien el problema 'y los co-
mentarios estan en inglés, estoy seguro de que también debe haber
sido publicado en espanol. Ademas, se puede encontrar en: 1) Ross
Honsberger, In Polya’s Footsteps: Miscellaneous Problems and Essays
(Dolciani Mathematical Expositions), The Mathematical Association of
America, octubre de 1997; 2) Peter Winkler, Puzzled: Understanding
Relationships Among Numbers, Commun. ACM, 52(5): 112, 2009, y
3) Paul Zeitz, The Art and Craft of Problem Solving, John Wiley &
Sons, 22 ed., septiembre de 2006.
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podra? ¢Habra alguna forma de hacer que todos se vuelvan del
mismo color?

Una sola observacion: si usted cree que se puede, escriba los
pasos que necesita dar para resolverlo. Si, en cambio, cree que
no se puede, entonces explique por qué. Es decir, no alcanza con
que diga que no pudo hallar la solucién para afirmar que ésta no
existe. De hecho, en ese caso la solucion consistiria en demostrar
que el problema no tiene solucion.

Ahora si, queda usted con... usted misma/o.

(Solucion: 216-222)
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Las historias

El ultimo teorema de Fermat

No permita que la palabra “teorema” lo intimide. Déjeme contarle
una historia fascinante. En realidad, es una historia que podria ter-
minar convertida en una pelicula de Hollywood y, por supuesto,
en varios libros (algunos ya se han escrito). Es que contiene todos
los ingredientes necesarios para el éxito: drama, intriga, pasion e
incertidumbre, pero, ademas, lo que la hace todavia mas atractiva
es que involucra al mundo de la ciencia... y entonces todo pue-
de volverse desde mas creible hasta mas intimidatorio y contro-
versial. En todo caso, es la historia mas famosa del mundo de la
matematica. Hay gente que dedico su vida a probar que algo era
cierto... y otros tantos que la dedicaron a probar lo contrario. Lo
que sigue, entonces, son los detalles.

Pierre de Fermat vivio entre 1601 (o 1607, o 1608... la fecha de su
nacimiento es dudosa) y 1665. Naci6 cerca de Toulouse, Francia,
y se recibi6 de abogado en la Universidad de Orleans. Hablaba
varios idiomas: latin, griego, italiano, espanol y, obviamente, fran-
cés.’ Sin embargo, si bien su palabray su opinioén eran muy busca-

18 Carlos D’Andrea apunta que quiza no hablara el “francés” tal como
lo conocemos hoy, ya que éste recién fue adoptado después de la
revolucion de 1789. En todo caso, quizas hablaba en “provenzal” u
“occitano”.
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das dentro del ambito del derecho, hizo su aporte mas importante
a la historia de Ia humanidad como matematico.

Curiosamente, Fermat no se consideraba a si mismo como tal.
De hecho, hacia sus afirmaciones a través de cartas a sus amigos
(Pascal, entre otros) y, en general, tendia a no ofrecer las clasicas
demostraciones que los matematicos consideran (consideramos)
imprescindibles para que algiin aporte sea juzgado valido. Eso le
garantizaba, en algan sentido, la vigencia de su condiciéon de ama-
teur. Fermat no se sentia obligado a hacer lo que tenian que hacer
todos los demas: probar lo que decia. Algunas veces lo hacia. Otras
(muchas), no.

Esto no pretende quitarle ningin mérito, ya que con el tiempo
Fermat se convertiria en el padre de lo que hoy se denomina
la teoria de numeros, que es la que estudia —entre otras cosas— las
propiedades de los nimeros enteros. De hecho, €l se habra con-
siderado un amateur, pero sus ideas revolucionaron una parte de
la ciencia. Sus cartas con Pascal fueron el origen de la teoria de
probabilidades. Y virtualmente transformé todo lo que tocé en
matematica.

Pero lo que Fermat nunca soné (creo) fue que terminaria ha-
ciendo —involuntariamente— un aporte inigualable. En 1650 escri-
bi6é una nota en el margen de un libro que estaba leyendo (Arith-
metica, de Diofantino) en la que afirmaba que la ecuaciéon

a"+b"=c" (1)

no tenia solucién (para nameros enteros a, by ¢ mayores que 0)
para n mayores que 2. Y agregaba que ese margen era demasiado
pequeno para escribir la demostracion.

Lo curioso es que Fermat se muri6 y nunca llegé a publicar la
justificacion de lo que decia. Su hijo, muchos anos después, hizo
publica una copia de lo que su padre habia escrito en el margen
del libro (el original nunca apareci6) y eso iniciaria la verdadera
historia. Poco antes de morir, Fermat dejo planteadas varias in-
cognitas que con el tiempo se fueron comprobando. Con una ex-
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cepcion... una sola excepcion: lo que se empez6 a conocer con el
nombre de “La conjetura de Fermat”.!

Los matematicos mas importantes de la historia (Euler, Dirichlet,
Gauss, Lamé, Kummer, Sophie Germain..., entre otros) intenta-
ron probarla pero no pudieron. Se resolvian casos particulares, si,
pero no se encontraba la solucion general. Ya no eran sélo algunos
anos, sino que empezaron a pasar siglos y la pregunta seguia vigen-
te: lo que habia dicho Fermat ¢era cierto o falso?

Lo mas frustrante era que el enunciado del problema resultaba
tan sencillo que generaba fastidio no poder resolverlo. Hasta que
apareci6 en escena Andrew Wiles (nacido en Cambridge, Inglaterra,
en abril de 1953). Cuando tenia 10 anos, un maestro de matematica
de la escuela les cont6 a los alumnos sobre este problema que habia
enloquecido a los especialistas por mas de trescientos anos y que se
conocia con el nombre de “La conjetura de Fermat”.

Wiles, segtin su propia confesion, se propuso ser matematico y
fantased con ser €l quien lo resolviera. En 1975 empez6 su carrera
como investigador, pero fue en 1986 cuando —ya como profesor
en Princeton— decidié dedicar entre doce y catorce horas diarias
a desentranar la solucion del problema. Sin embargo, no queria
comunicar a sus colegas lo que estaba haciendo, porque creia que
todos lo entenderian como una pérdida de tiempo. S6lo su mujer,
Nada Canaan, sabia lo que hacia en el altillo de su casa. Su rutina
diaria lo llevaba a la facultad, donde tenia alumnos y dictaba su
curso semestral, y mantenia una vida supuestamente normal.

Wiles comprendia que resolver el problema en si mismo no ser-
viria para nada Ttil, en el sentido mercantil de la palabra. Pero,
como ocurre con todos los cientificos, lo importante no necesa-
riamente es encontrar la solucion sino valorar y disfrutar de las
herramientas que se desarrollan en el camino de la bisqueda. De
€so se trataba (y se trata): de generar mas matematica, que sirva (o

19 Lo que fue la conjetura de Fermat hoy adquirié la categoria de teorema,
luego de que Wiles confirmara que lo que Fermat habia conjeturado era
correcto.
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no) para este caso particular, pero que, en el camino, permita que
la ciencia avance en multiples direcciones.

Después de seis anos de virtual aislamiento, Wiles necesit6 la
ayuda de especialistas en otras areas. Sus ideas eran tan novedosas
que terminé ligando ramas de la matematica que no parecian te-
ner relacion hasta ese momento. Finalmente, en 1993, Wiles crey6
que tenia “la prueba”. Y se propuso contarla en un ciclo de tres
conferencias que daria en Princeton.

La sala se encontraba abarrotada de gente, porque si bien no
estaba anunciado el verdadero motivo de la charla, el rumor ya
se habia filtrado y la comunidad matematica esperaba un anun-
cio espectacular. Las tres conferencias ocuparon tres dias y, para
finalizar la Gltima, Wiles escribi6 en el pizarréon la famosa “Conje-
tura de Fermat”. Dejo la tiza apoyada en uno de los bordes y dijo:
“Creo que voy a parar aca”. El auditorio se puso de pie y aplaudi6
durante varios minutos. La noticia era/fue tan trascendente que
aparecio en la tapa de los diarios mas importantes del mundo, em-
pezando por el New York Times. Habia caido la Gltima pared. La
“Conjetura...” dejaba de ser tal. Ahora se habia convertido en un
Teorema.

Pero... no tan rapido. Para que una afirmacioén cientifica sea
aceptada como verdad necesita la aprobacion de los colegas, el
monitoreo y el arbitraje independientes. Es decir, matematicos ex-
pertos en el tema se disponen a leer exhaustivamente todo lo que
esta escrito para dar su consentimiento final. O sea: no alcanza
con decir “ya lo terminé” o “ya lo probé” para que la prueba sea
considerada valida.

Y ahi empez6 otra pequena odisea. Después de tanto entusias-
mo y con el mundo expectante por la publicacion, los referis no
daban por concluida su tarea. Uno de ellos, Nick Katz, habia en-
contrado algo que no entendia. Lo envié como pregunta al propio
Wiles para que se lo aclarara, pero éste se dio cuenta rapidamente
de que lo que Katz le estaba diciendo era que la prueba tenia un
“agujero” (un error o bien algtin razonamiento que no estaba bien
justificado).
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Era septiembre de 1993 y la mujer de Wiles le dijo: “Ahora, la
Gnica cosa que quiero como regalo de cumpleanos es que corrijas
el ‘error’. Quiero ‘la prueba correcta’”. El propio Wiles, cuando
cuenta la historia, dice que su esposa cumple anos el 6 de octubre.
Sélo le quedaban entre dos y tres semanas. Pero no, no alcanzo.
No hubo humo blanco.

Wiles comenzoé a desesperar. Los arbitros no podian mantener
mas tiempo escondido el error. Al final, terminaron comunican-
dolo. Durante los siete anos en los que Andrew habia lidiado solo
con el problema nunca habia tenido que dar cuenta de sus avances
ni de sus retrocesos. Desde las charlas en Princeton cada dia era
un calvario.

Un ano después, con la ayuda de uno de sus estudiantes, Ri-
chard Taylor, Wiles se sinti6 tentado de anunciar que se daba por
vencido. Pero la manana del 19 de septiembre de 1994 tuvo una
idea. Le corri6 un sudor frio por el cuerpo porque advirtié lo que
habia pasado: habia encontrado la solucion. Ahora si, los referis es-
tuvieron de acuerdo y la prueba fue aceptada como tal. La reina
de Inglaterra lo nombré “Sir Andrew Wiles” y su nombre pas6 a
engrosar la lista de los matematicos mas famosos e importantes de
la Historia.

Es muy poco probable que lo que a Fermat no le hubiera en-
trado en el margen fuera la demostracion correcta. En cualquier
caso, es irrelevante. La moraleja sera siempre que la solucion en
si misma es la zanahoria que estimula, el motor del pensamiento...
pero nunca es el objetivo Gltimo. En el trayecto se abren nuevos
caminos y se desarrollan nuevas herramientas, que quiza resulten
estériles en la busqueda de esa solucion en particular, pero que son
los cimientos de la nueva ciencia.

El problema es realmente muy sencillo de entender (véase la ecua-
cion (1)). El teorema de Pitagoras dice que “en un triangulo rec-
tangulo (que tenga un angulo recto, como en una escuadra...), el
cuadrado de la hipotenusa (el lado mas largo) es igual a la suma
de los cuadrados de los catetos”.
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5m
3m

4m Figura 1

Por ejemplo, si (como se ve en la figura 1) los lados del triangulo
rectangulo miden 3 y 4 metros respectivamente, entonces, como

3P +42=9+16=25

25 =52
la hipotenusa tiene que medir 5 metros. Luego:

32+42=52
De estas ternas (3, 4, 5) se pueden encontrar infinitas. Lo que Fer-
mat dijo es que si uno cambia el cuadrado por cualquier otro nu-
mero, es decir, si uno toma la igualdad

xn + yn = zn
y la quiere comprobar para algin otro nimero n que no sea 2
(como en el caso de Pitagoras), no lo va a encontrar: no existe. O
sea, Fermat conjetur6: “No existen niimeros enteros positivos n,

salvo el 2, tal que sea vilida la ecuacién x" + y" = z"”.2° Y tenia
razon.

20 Para X, y, z nUmeros enteros mayores que cero.
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¢Cuan grandes son los nlimeros grandes?
Historia de la vida en un dia*'

Para poder imaginar cuan grandes son los niimeros grandes hace
falta compararlos con situaciones que sean significativas para no-
sotros en la vida cotidiana.

Por ejemplo: para entender la diferencia entre 1 millon y 1000
millones basta ponerlo en segundos. Mientras 1 millon de segun-
dos representa un poco mas de 11 dias, 1000 millones de segundos
representan aproximadamente 32 anos.

Decir que hay mucha sangre humana en el mundo es decir algo
razonable. Pero si uno pudiera juntarla toda en un recipiente y
arrojarla en la superficie del lago Nahuel Huapi, por poner una
referencia, s6lo elevaria la altura del lago en menos de 5 centi-
metros. Es decir, o bien hay muy poca sangre humana, o bien hay
mucha agua.

A partir de esta idea quiero proponerle un ejercicio mental.
Uno sabe que la Tierra tiene aproximadamente 4500 millones de
anos de edad. Es vieja, sin ninguna duda. Hagamos ahora el si-
guiente razonamiento: supongamos que uno encoge la vida de la
Tierra a un solo dia. O sea, imaginemos un segmento de 24 horas,
de manera tal que al principio esta el comienzo de la Tierra y al
final del mismo segmento, a las 12 de la noche, los dias actuales. Si
asi fuera, los dinosaurios no aparecerian hasta las 11 de la noche.
Mis atin: moririan todos 20 minutos antes de la medianoche. Y el
hombre moderno recién empezaria a figurar dos segundos antes
de la medianoche.

Lo mas increible es que toda nuestra historia, desde el comienzo
de los tiempos (las piramides incluidas), ocuparia menos de juna
décima de segundo!

Reformulando la analogia, si uno mirara la historia de la Tierra
como inscripta en la longitud de un brazo extendido, toda la his-

21 Sobre una idea de Leonardo Moledo, Mary Gribbin y John Gribbin,
también tomada por Carl Sagan en su famosa serie Cosmos.
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toria de los seres humanos figuraria en el canto de una una. Ysi la
historia de la Tierra estuviera representada por el monte Everest
(la montana mas alta del mundo), su vida (si, la suya) estaria re-
presentada por algo mas fino que el grosor de un copo de nieve
de la cima.

¢Tenia nocion usted de que representabamos tan poco?

El nimero &t (“pi”)

¢Qué es 2 O también, cqué es “pi”? ;Qué quiere decir? ;Por qué se
escribe asi: m? ¢Por qué tanta reverencia y tanta fama?

Estoy seguro de que escucho6 hablar muchas veces de @ como
de un numeroy se debe de haber preguntado (y seguira pregun-
tandose):

¢Qué namero?
«Cémo un numero?
¢De qué hablan los que hablan de w?

Y habra seguido: los nimeros que conocemos son los que usamos
todos los dias: 1, 2, 3,..., 173, 1 millon, etc. O, en todo caso, los nu-
meros racionales que también usamos (llamados fracciones o quebra-
dos), como 1/2,1/4,2/3,7/8,5/3, ..., etc. Creo que me entiende.
{Esos son los niimeros! Por eso, otra vez insisto con la pregunta:
¢de qué hablan los que hablan de m?

Acompaneme para poder descubrir qué lo hace tan atractivo,
por qué se llama asi, por qué es un namero...

Uno podria plantear: si es un namero —como todos dicen—, ¢;por
qué no es uno de los que usamos todos los dias?, ;qué es lo que
uno deberia saber de my no sabe? Venga conmigo.

Suponga que ahora entramos juntos a un museo, donde st o “pi”
esta siendo exhibido como atraccién principal. Lo que le propon-
go es una suerte de visita guiada, de manera tal de poder descubrir
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y disfrutar de una de las maravillas del mundo, como si estuviéra-
mos juntos ante La Gioconda o el Guernica, o como si escucharamos
Atda o la Quinta Sinfonia de Beethoven.

Para iniciar el trayecto, necesito que consigamos algunos obje-
tos circulares o cilindricos (de esos que, cuando se los corta transver-
salmente, se obtiene un circulo). Por ejemplo, una moneda cual-
quiera, una lata de bebida gaseosa, un tarro de pintura, un plato,
un vaso en forma de cilindro, una botella de cerveza, etc. Necesito
también que tenga una cinta métrica, como las que usan los car-
pinteros o las modistas.

Ahora haga lo siguiente con cada objeto que consiguio:

a) Mida el diametro de cada objeto y anote en una tabla los
resultados (vea la tabla de p. 84).

b) Tome ahora la cinta métrica y enrdsquela alrededor del
objeto. Al hacer esto, usted esta midiendo la circunfe-
rencia. Luego, anote los resultados en la tabla.

¢) Por tltimo, escriba en un papel los siguientes datos: en
la primera columna, el objeto; en la segunda, el diame-
tro; en la tercera, la circunferencia que midio, y final-
mente, en la cuarta columna, haga el siguiente calculo:
divida la medida de la circunferencia del objeto por el
diametro.
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Tabla de resultados
Objeto  Diametro Circunferencia Resultado
Cilindro 30 cm 94,2 cm 94,2/30

Mire los resultados que obtuvo, ¢puede sacar alguna conclusiéon?
¢Esta sorprendida/o? ¢No le llama la atencion?

Seguramente, habra advertido que algo esta presente en todos
los calculos... algo asi como una constante. Dicho de otra forma,
pareceria que hay un nimero que se repite en todos los casos.
¢Sera asi?

Antes de sacar mas conclusiones, haga ahora un nuevo experimen-
to: busque otros objetos circulares.?? Midales el diametro. Pensan-
do en lo que “dedujo” mas arriba, ¢se atreve a predecir cuanto
mide la circunferencia?

Aca le pido un favor: no siga leyendo. Desde luego, haga lo que
prefiera, pero creo que vale la pena que primero complete las
pruebas propuestas mas arriba, hasta que se sienta satisfecha/o y
con la seguridad de haber entendido.

Por supuesto, mas alla de predecir lo que tendria que pasar, la/
lo invito a que después corrobore que lo que predijo es cierto, y
la Gnica manera posible es midiendo. Una vez que lo haya hecho,
podra deducir si lo que conjetur6 es valido o no.

Ahora si, un paso mas: lo maravilloso es que no importa qué objeto
circular usted elija, del tamano de una naranja o de todo el plane-
ta, siempre, si uno mide la circunferencia y el diametro y averigua
el cociente, el nimero que resulta jes constante! Ese nliimero es el
que llamamos .

22 Cuando escribo “circular” quiero decir “literalmente circular”, o sea, que
se trate “exactamente de un circulo”.
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7 virtualmente ha enloquecido a todos los que han intentado
abordarlo durante miles de anos. Y digo “enloquecido” en el sen-
tido mas fino y atractivo de la palabra. Gran cantidad de gente a
lo largo de la historia ha querido domarlo, conocerlo, develar sus
misterios... y si bien se conocen muchisimas de sus propiedades,
todavia queda otro tanto por descubrir.

Es que & tiene una fortaleza tremenda y una ubicuidad asom-
brosa. Aparece en los lugares mas impensados, que en apariencia
no guardan ninguna relacion entre si, y resulta totalmente impre-
decible.

Para empezar, vayan algunos datos:

1) Los primeros ntiimeros del desarrollo decimal de t son:
3,14159...

2) m es un namero #rracional (en el sentido de que no es
posible obtenerlo como cociente de dos nimeros ente-
ros). Johann Lambert probé este hecho en 1761.

3) mes, ademas, un nimero trascendente (una clase ain
mas privilegiada dentro de los irracionales).? Ferdinand
Lindemann lo demostr6 en 1881.

4) Justamente, el hecho de que & sea trascendente hace
imposible lograr la cuadratura del circulo. ;Qué quie-
re decir esto? Que si usted tiene un circulo cualquiera
no es posible construir con regla y compds (no existe, ni
podra existir) un cuadrado cuya area sea iguala la del
circulo. Estos dos hechos parecen desconectados, pero
quien los une es la propia matematica.

5) En 1647 aparece por primera vez en la literatura la letra
griega m (que seria el equivalente de nuestra letra “p”)

23 Un numero real se llama trascendente cuando no es la raiz de ninguin
polinomio con coeficientes enteros. Debido a esto, se sabe que = no
puede escribirse como ninguna combinacién finita de nimeros enteros
y/0 de sus raices.
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representando el namero que nos ocupa. La introduce
William Oughtred, que usa otra letra del mismo alfabe-
to, nuestra “d”, junto con la “p”: m.8. Oughtred us6 esa
combinacién para indicar el “perimetro-diametro”. Sin
embargo, el primero que empleo la letra como simbolo
para representar el namero 3,14159... fue William Jones
en 1706, en Synopsis Palmariorum Matheseos. Y luego llegd
Leonard Euler, el matematico suizo, y la hizo popular
para siempre.

6) El desarrollo del nimero 7 sigue asi: 3,1415926535...
Durante muchos anos, generaciones enteras se entretu-
vieron buscando la mejor manera de aproximar el niime-
ro it como cociente de dos nameros enteros. Las que mas
trascendieron, y por lo tanto las mas conocidas, son:

i. 22/7 = 3,142857142... (que coincide en los primeros
dos decimales)
ii. 333/106 = 3,141509433... (que coincide en los pri-
meros cuatro decimales)
iii. 355/113 = 3,1415929203... (en este caso, coinciden
las primeras seis cifras decimales)

7) m tiene infinitas cifras decimales, que no se repiten, no
siguen un patrén. A través de la historia, los matema-
ticos de todas las épocas dedicaron mucho tiempo a
la esperanza de determinarlas todas (o de predecirlas
todas, como uno puede hacer con un nimero racional);
por supuesto, sin éxito.

8) La Biblia contiene dos referencias al nimero iy en ambas
se menciona que es igual a 3. Sin embargo, los antiguos
egipcios, arabes y hebreos solian darle a  (aunque no
usaran ese nombre) un valor que era un poco mayor que 3.2*

24 Las referencias de la Biblia estan en Los Reyes, 7: 23, y Cronicas,
4: 2. En ambas, como dijimos, el valor considerado era de 3 (como
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9) Como escribi mas arriba, lo mas conocido sobre el
namero involucra la férmula para calcular el perimetro de
una circunferencia de diametro d:

Longitud = - d

Pero, por otro lado, el nimero s aparece al calcular la
superficie de un circulo o el volumen de una esfera.
El area de un circulo de radio r se obtiene asi:

- r?
Y el volumen de una esfera de radio 7, asi:
@4/3)m-re

10) Aunque parezca increible, hay un dia conocido como
“dia del nimero n”. Esto sucede todos los 14 de marzo
ya que, usando la notacion que escribe primero el mes
y después el dia, y si uno acepta el namero 3,14 como
aproximacion de w, entonces el 3/14 o el 3-14 signifi-
ca marzo 14. Esto sucede desde 1988, cuando el fisico
Larry Show, conocido como el “Principe de Pi”, propuso
instaurarlo, y la sugerencia fue aceptada por una buena
parte del mundo.

11) De todas formas, mas alla de la curiosidad por tener la
mayor cantidad de cifras decimales posibles, el astréono-
mo norteamericano Simon Newcomb asegurd que con

indica Wells en el libro que publicé en 1986, The Penguin Dictionary
of Curious and Interesting Numbers). Tanto los egipcios como los
babilonios le daban un valor de 22/7. Los chinos, en ese sentido,
ofrecian una mejor aproximacion, ya que llegaban hasta los seis de-
cimales correctos (tal como aparece en la enciclopedia de Wolfram,
MathWorld, <http://mathworld.wolfram.com>).
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diez de ellas seria suficiente para calcular la circunferen-
cia de la Tierra con un error menor a un centimetro.

12) La idea de que “pi” estaba solamente ligado a circun-
ferencias y circulos duré hasta el siglo XVII, cuando se
empezaron a estudiar otras curvas (hipocicloides, cate-
narias, braquistocronas, por poner algunos ejemplos) y
se descubri6 que, al calcular las areas relacionadas con
ellas, también involucraban el numero 7.

13) Un poco mas acé en el tiempo, “pi” termina su contrato
de exclusividad con la geometria y aparece ligada a otras
ramas de la matematica: nimeros complejos, teoria de
nameros, probabilidades y estadisticas, series numéricas.

Por dltimo, como uno no se va a pasar la vida midiendo circunfe-
rencias y diametros de objetos circulares para poder calcular m, lo
invito a recorrer un par de caminos que conducen a Ty que no son
necesariamente los mas conocidos. Eso si: como la literatura que
hay sobre este tema es muy vasta, cualquier cosa que yo escriba aca
sera como tirar una gota en el océano: no afectara —virtualmente—
en nada el volumen. Pero eso no quiere decir que no nos cambie
el volumen a usted y a mi. De hecho, como ambos sabemos poco
de €l, todo lo nuevo que incorporemos resultara atractivo y desa-
fiante. Por eso es que la/lo invito a que recorramos juntos este
camino. Aca va.

a) John Wallis (1616-1703) descubrié la siguiente formula:
n/2=2/1-2/3-4/3-4/5-6/5-6/7-8/7-8/9- ...

Como usted advierte, uno no puede multiplicar infinitos ntimeros.

Sin embargo, esta formula dice que, si uno quiere calcular la mitad

de m, lo que puede hacer es aproximarse sucesivamente haciendo

los productos que se indican alli. Es decir, uno puede empezar con
esta sucesion:
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2/1=2

2/1-2/3=4/3

2/1-2/3-4/3=16/9

2/1-2/3-4/3-4/5 =64/45

2/1-2/3-4/3-4/5-6/5 = 384/225
2/1-2/3-4/3-4/5-6/5-6/7 =2304/1575
2/1-2/3-4/3-4/5-6/5-6/7 -8/7 =18 432/11 025
2/1-2/3-4/3-4/5-6/5-6/7 -8/7 - 8/9 = 147 456/99 225

Y asi siguiendo...

Si uno sigue generando nimeros de esta forma, se va aproxi-
mando a la mitad de & tanto como quiera. Lo que sabemos es que
no vamos a llegar nunca al nimero exacto, porque eso querria
decir que el nimero m es racional (y sabemos que no lo es).

De todas formas, es una manera muy bonita de ir aproximando-
se al nimero /2 o, lo que es lo mismo, al nimero 7.

b) Uno de los matematicos mas brillantes de la historia, cofunda-
dor del célculo, fue Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

Asi como Wallis encontré una férmula que aproximaba la mitad
de m, Leibniz encontr6 otra, que aproxima un cuarto de 7.

n/4=1-1/3+1/5-1/7+1/9-1/11 +1/13-1/15 + 1/17 - ...

Como antes, cada paso provee una mejor aproximacion a x, de ma-
nera tal que se genera la sucesion siguiente:

1=1

1-1/3 =0,666666...

1-1/3 + 1/5 = 0,866666...

1-1/3+1/5-1/7 =0,723809517143...

1-1/3+1/5-1/7 + 1/9 = 0,834910634921...
1-1/3+1/5-1/7 + 1/9 - 1/11 = 0,744011544012...
1-1/3+1/5-1/7 +1/9 - 1/11 + 1/13 = 0,820934620935...
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De esta forma, cuantos mas pasos uno da, mas se acerca al namero

(/4).

¢) El siguiente experimento provee también una aproximacion de
7 que es espectacular. El método se conoce con el nombre de “El
problema de la aguja de Buffon”. Fue investigado en 1777 por el
naturalista y matematico francés Georges-Louis Leclerc, conde de
Buffon (1707-1788).%

Necesitamos algunos elementos (no muchos): consiga unos fos-
forosy saqueles la cabeza, o bien palillos o escarbadientes (o inclu-
SO agujas para coser).

En una hoja de papel, dibuje lineas paralelas (como si fueran
renglones), separadas unas de otras al doble de la medida de las
agujas o de los escarbadientes. Ahora, deje caer cada aguja sobre
la hoja de papel, desde unos 30 centimetros de altura (aproxima-
damente). Cuente el nimero de agujas que o bien tocan o bien
cruzan una de las lineas que dibujé.

Y ahora haga el siguiente calculo: divida la cantidad de agujas
que o bien tocan o cruzan una de las lineas por el nimero de
agujas que tir6. El nimero que obtenga sera una aproximacion al
naimero 2/m. Naturalmente, cuantas mas agujas intervengan en el
experimento, mayor serd la precision con la que podra calcular el
valor de .

Reloj

Hace poco me regalaron el reloj cuya foto aparece aca al lado.
En si mismo es un reloj precioso (y no estoy tratando de hacer
publicidad sino de contar el impacto que me produjo), ya que en
los lugares donde habitualmente van los nimeros del 1 al 12 estan
indicados algunos calculos. Como es facil imaginar, el resultado

25 Para mas informacion sobre Buffon y el método experimental propuesto
puede consultar <http://www.mste.uiuc.edu/reese/buffon/buffon.html>.
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de cada uno de ellos es previsible por el “lugar” en el que estan
distribuidos.

De todas formas, me parece que vale la pena que proponga la so-
lucién de algunos de los nameros. No digo todos, porque no to-
dos son faciles de explicar o accesibles sin un poco de desarrollo
matematico. Pero para aquellos interesados, créanme que vale
la pena dedicarle un tiempo a tratar de descubrir qué significa
cada uno.

Aca van algunos razonamientos.

1) En el lugar donde figuraria el nimero 12 esta escrito:
31728 (o sea, la raiz cibica de 1728). Justamente, si
uno calcula:

123 = 1728
Es decir, si uno eleva al cubo el nimero 12 obtiene 1728, y esta
propiedad explica que ese nimero aparezca alli donde deberia
estar el 12.
2) En el lugar donde deberia estar el namero 6 figura lo

que se denomina el factorial de 3,y se escribe con un
signo de admiracion: 3!
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Recordemos una vez mas que el factorial de un ntimero entero
positivo cualquiera (digamos n) resulta de multiplicar todos los
nameros del 1 al n. Por ejemplo, en el caso de 3! = 6, porque

3!=3-2-1=6

Por otro lado, 7! = 5040, porque si uno multiplica todos los nime-
ros entre 1y 7 obtiene 5040.

3) En el lugar donde deberia figurar el nimero 7 aparece
escrito 6.9 (con esa rayita arriba), que es una manera
de abreviar: 6,9999999... Es decir, el numero 6,99999...
(con infinitos nimeros 9) y el 7 son, en tanto nameros,
iguales. Es so6lo una manera diferente de escribirlos.

4) Alli donde deberia figurar el nimero 8 aparecen cuatro
circulos: el primero totalmente negroy los otros tres, en
blanco. Esto representa la forma de escribir el namero
8 en binario, o sea, usando nameros unosy ceros. En este
caso, el nimero que estaria representado es el 1000, que
en notacién binaria significa:

1.224+0-2240-2'+0-2°=
1-8+0:4+0:-2+0-1=8

5) En el lugar donde deberia figurar el nimero 4 esta escri-
to: 271 (mod7). ;Qué involucra esta férmula?

Si bien no dispongo aqui del lugar necesario para escribir algo ra-
zonablemente comprensible, quiero dar al menos una brevisima
explicacion. Eso si: le pido que no se asuste ni se preocupe si no
entiende todo lo que sigue. Créame que es muy sencillo, mucho
mas de lo que parece o de lo que soy capaz de transmitir. Quizas us-
ted sospeche que hay muy alta matematica involucrada, pero no es
asi: es algo facil. S6lo que, como con todas las cosas, es fdcil una vez
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que uno lo pens6 durante mucho tiempo, hizo muchos ejercicios y

super6 el grado de dificultad que presenta... cosa que usted, muy

posiblemente, no hizo ni tiene pensado hacer por el momento.
Una observacion sencilla: cuando uno escribe, por ejemplo:

2—1

que es lo que figura (al principio) en la féormula, es porque esta
escribiendo en forma abreviada lo siguiente:

21 =1/2

O sea, cuando aparece un namero cualquiera n elevado al expo-
nente (-1), lo que quiere decir es:

n'=1/n

Ahora si, avancemos juntos.

Supongamos que usted quisiera dividir cualquier nimero en-
tero por 7, ;cuantos restos puede obtener? (Piénselo vy, si me per-
mite sugerirle algo, no siga leyendo hasta que no haya entendido la
pregunta. La respuesta no es importante, pero lo que si importa es
que haya entendido la pregunta.)

Dicho esto, y contando con que se tomd un cierto tiempo para
pensar, contesto yo: se pueden obtener exactamente siete restos: 0,
1,2, 3, 4,5y 6. Por ejemplo:

El resto de dividir 342 por 7 es 6
El resto de dividir 214 por 7 es 4
El resto de dividir 936 por 7 es 5
El resto de dividir 735 por 7 es O
El resto de dividir 561 por 7 es 1
El resto de dividir 437 por 7 es 3
Y el resto de dividir 632 por 7 es 2
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O sea, cualquier nimero entero dividido por 7 tiene que tener al-
guno de estos restos: 0, 1, 2, 3, 4, 5y 6. Mas ain: estos nimeros son
todos los posibles. No se puede encontrar ninguno mas.

Estos numeros (o restos) se llaman “enteros modulo 7”. No se
asuste con los nombres. No vale la pena. Haga de cuenta que uno
esta dividiendo por 2. ¢Cuales son los posibles restos? (Aqui usted
se da cuenta de que los posibles restos son nada mas que dos: 0y
1. O sea, los pares y los impares.) Si ahora uno dividiera cualquier
namero por 3, entonces tendria ¢res posibles restos: 0, 1y 2.

En general, si uno divide cualquier nimero entero por el name-
ro n se obtienen exactamente n posibles restos. En el caso que nos
ocupa, el del 7, hay exactamente siete restos.

Por otro lado, con estos restos se pueden formular dos operacio-
nes, equivalentes a la suma y al producto a los que estamos acos-
tumbrados. Se tienen entonces las siguientes dos tablas: una para
sumar y otra para multiplicar restos:

Para sumar:
suma| O 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 0
2 2 3 4 5 6 0 1
3 3 4 5 6 0 1 2
4 4 5 6 0 1 2 3
5 5 6 0 1 2 3 4
6 6 0 1 2 3 4 5
Para multiplicar:
producto| O 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 3 3 4 5 6
2 0 2 4 6 1 3 5
3 0 3 6 2 5 1 4
4 0 4 1 5 2 6 3
5 0 5 3 1 6 4 2
6 0|6 [543 ]2]1]Figurat

© Siglo Veintiuno Editores




Las historias 95

Por ejemplo: si usted multiplica 2 x 4 “deberia” obtener 8, pero, al
dividirlo por 7, ¢l resto es el nimero 1, y por eso, justamente, el ni-
mero que aparece en la interseccion de la fila 2 con la columna 4 es
el 1. De la misma forma, si uno multiplica 6 x 4 “deberia” obtener
24, pero, al dividirlo por 7, el resto es el nimero 3. En consecuencia,
en la interseccion de la fila 6 con la columna 4 aparece el 3.

Ahora bien: tome un nimero cualquiera (entero), digamos el
17. ¢Por cual tiene que multiplicarlo para obtener I como resul-
tado? La respuesta es por 1/17. Y este numero 1/17 = 177! (como
vimos mas arriba).

Por otro lado, si le pidiera que encontrara el nimero por el cual
tiene que multiplicar a 3 para obtener 1, ;qué me contestaria? Me
diria que es: 1/3. O sea, 37\

En el caso de los restos modulo 7 es lo mismo. Si uno quiere
determinar cudl es el nimero por el cual tiene que multiplicar a
2 para obtene+r el nimero 1 (fijese en la tabla de la figura 1), el
namero que cumple con eso es... jel 4! Y ésa es la razén por la que
figura en el reloj en el lugar del 4: “El inverso multiplicativo del
nimero 2 entre los enteros modulo 7 jes el 47”.

6) Donde figura el nimero 2 esta escrito:
[~}
21/2
i=0

¢Como se interpreta esto? En realidad, es una forma abreviada de
escribir:

1+1/2+1/22+1/28 +1/2° +1/25 + 1/25 + ...=
1+1/2+1/4+1/8 + 1/16 + 1/32 + 1/64 + ...

Es decir, se trata de sumar infinitos términos.?® Como usted con-

26 Importa mucho que la suma de los términos (representada por la letra
griega Y)) empiece coni =0y no coni= 1 porque, si no, el resultado
cambia.
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vendra conmigo, es imposible sumar infinitos nimeros, pero lo
que si podemos hacer es mirar si se aproximan a algin nimero a
medida que uno va sumando mas y mas.

Por ejemplo: supongamos que usted estd parado a 2 metros de
mi. Yyo le digo que camine hacia mi dando ciertos pasos. Le voy
a indicar qué tipo de pasos tiene que dar, en el sentido de que la
regla que usted tiene que seguir es la siguiente: cada paso que dé
tiene que servir para cubrir exactamente la mitad de la distancia
que lo separa de mi. Por ejemplo, el primer paso tiene que ser
de... (¢no le dan ganas de pensar cual tiene que ser la longitud del
paso?... Recuerde que al principio usted y yo estibamos a 2 metros
de distancia).

Le decia que el primer paso tiene que ser de I metro (ya que es-
tamos separados por 2 metros). El paso siguiente tendra que ser de
medio metro, ya que ahora estamos separados so6lo por 1 metro de
distancia. El siguiente sera la mitad de 1/2, o sea, 1/4. El préximo
sera de 1/8... y asi siguiendo. Es decir que, en definitiva, usted es-
tara sumando cada vez mas numeros, cada vez se estara acercando
mas y mas a mi, pero nunca va a llegar. Sin embargo, la distancia
que nos separa sera cada vez mas pequena, y la podemos hacer tan
pequena como nos lo propongamos.

Dicho todo esto, ;cuanto dara la suma de esos infinitos nimeros
como esta planteado originalmente? ;Puede relacionar lo que aca-
bo de escribir con el nimero que representa la serie que figura en
ese lugar del reloj?

Respuesta: Al igual que lo que sucedia al dar cada vez un paso
que significaba la mitad del anterior, o bien la mitad de lo que
faltaba, los pasos van a estar representados por esa serie cuya
suma es jigual a 2!

Originalmente la distancia entre ambos era de 2 metros. A
medida que usted va caminando, la distancia se reduce a la
mitad, y el camino que usted recorre se va acercando a 2 tanto
como quiera (pero no lo alcanza). De hecho, lo alcanzaria si se
pudieran sumar los infinitos términos.
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7) Ahora voy a explorar lo que significa (2¢ — 1) (*)

La primera pregunta es: ¢cudl es el nimero @2 En realidad, antes
habria que hacer varias preguntas, porque ¢quién dijo que @ es un
namero?

Bien, el nimero ¢ es lo que se conoce como la razon dorada o la
razon divina, o la proporcion aurea. Todos éstos son nombres que
ligan a un nimero muy peculiar (¢ = (1 +V5)/2) con la sucesiéon
de Fibonacci. Pero por ahora me voy a contentar con averiguar
quién esta ocupando el lugar del 5 en el reloj.

Justamente, si ¢ = (1 + V5)/2, hagamos (juntos) el calculo que
figura en (*). Se trata de multiplicar por 2 el nimero @, luego res-
tarle 1, y elevar el resultado al cuadrado. Hagamoslo:

a) Primero multiplicamos el namero ¢ por 2. O sea,

2-[(1+y5)/2]=(1+5)

b) Al resultado ahora hay que restarle —1, como figura en

():
[(1+5)]-1=5

c) ahora so6lo resta elevar este Gltimo numero al cuadrado:

W5 =5

MoraLesa: La formula que ocupa el lugar del 5 es en realidad
una forma sofisticada de escribirlo, ya que involucra a la razén
dorada o a ¢, el numero de oro.

8) En el lugar del 9 figura lo siguiente: 21,. ;Qué querra
decir esto? :Se acuerda de los niimeros binarios, es de-
cir, los nimeros escritos en base 2? Son los que usan las
computadoras, que so6lo reconocen 0y 1.
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En el punto 4, donde hablaba del simbolo que figura en el reloj
indicando las 8, se veian cuatro circulos, el primero en negro y
los tres siguientes en blanco. Y correspondia al namero 8, porque
entendiamos esa notacion como:

1.224+0-2240-2'+0-2°=
1-8+40:4+0:2+0-1=8

Ahora bien, de la misma manera que uno puede tomar el 2 como
base de la escritura, también puede tomar ofro nimero. Elijamos,
por ejemplo, el 4. En este caso, en lugar de haber solamente dos
digitos —como sucede con los nimeros binarios, donde aparecen
el 0y el 1—, al escribir un nimero en base 4 hay cuatro digitos in-
volucrados: 0, 1, 2'y 3. Por ejemplo, el niimero

123,=1-42+2-4"+3.4°
=1-16+2-4+3-1
=16+8+3
=27

Por lo tanto, siguiendo este procedimiento, el nimero que figura
en el reloj alli donde deberfair el 9 es el 21,. Usemos ahora lo que
hemos aprendido.

21,=2-4'+1.4°=9

O sea que el nimero que aparece en lugar del 9 en el reloj es la
forma de escribir (justamente) ese niimero en base 4.
. . . . (5
9) ¢Qué quiere decir (2)?
A esto hay que pensarlo asi. Supongamos que tiene cinco camisas,
esta a punto de viajar pero no quiere llevarselas todas. Quiere ele-

gir nada mas que dos.
Digamos que las cinco camisas son: una roja (R), una azul (A),
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una verde (V), una negra (N) y una blanca (B). ¢De cuantas
formas se puede elegir ese par que quiere llevarse? Las posibili-
dades son:

RA RV RN RB AV AN AB VN VB NB

Es decir que hay diez posibilidades. Ahora bien: como usted se
imagina, no seria practico, cada vez que uno tiene que contar de
cuantas maneras se pueden elegir algunos objetos entre otros,
hacer una lista de todos para saber cuantos son. En este caso fue
facil, porque eran nada mas que cinco camisas, pero ¢se imagi-
na si tuviera que elegir cuarenta personas entre un grupo de un
millon?

Justamente, la rama de la matematica que se dedica a contar, sin
necesidad de hacer una lista de todos los posibles casos, se llama
combinatoria. En el caso que nos ocupa, de las cinco camisas de las
cuales hay que elegir dos, aparece en escena un nimero como el
que figura en el reloj: g) Lo que este namero representa es:

o) =suay - @y = 24321 40062 =10

B-2-1)-2-1)

donde usé el factorial de un ntimero, tal como vimos en el punto
2. Luego, el nimero combinatorio

5] =
2) 10
y eso explica su lugar en el reloj.

10) Donde deberia haber un nimero 11 aparece escrito:
0x0B. ¢Por qué?

Asi como hemos visto mas arriba que los nimeros enteros se pue-
den escribir usando diferentes bases, la mas frecuente es la base
decimal. Uno no necesariamente le presta atencion, pero cuan-
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do escribe el numero 2735, en realidad esta escribiendo en forma
abreviada lo siguiente:

2735=2-103+7-102+3-10" + 5-10°
2735=2-1000+7-100+3-10+5-1
2735 =2000 + 700 + 30 + 5

Ademas, estamos tan acostumbrados a esta notacién que usamos
solamente 10 digitos: 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8y9.

¢Qué pasaria si uno quisiera tener un digito para el niimero 10?
¢O para el 11? Uno podria seguir adjudicando digitos para el 12,
13, 14, etc. En el caso del reloj, lo que se utiliza es lo que se llama
notacion hexadecimal (porque tiene 16 digitos). Los 16 incluyen los
10 conocidos (0,1, 2, 3,4, 5,6,7,8y9), pero ademas aparecen las
letras A, B, C, D, Ey F, que significan: 10, 11, 12, 13, 14y 15.

Por ejemplo, el nimero 0x0OB debe ser interpretado asi: la pri-
mera parte, 0x, significa que el nimero que sigue esta escrito en
notaciéon hexadecimal. La segunda parte, en este caso 0B, indica
qué ntmero es (recuerde que la letra B era el digito que usabamos
parael 11):

0B=0-16'"+B-16°=0-16+11-1=11

y esto termina de explicar por qué en el reloj figura 0x0B en el
lugar del 11.

11) Donde debe ir el 1 figura lo siguiente: B’; . Aca hace
falta contar (al margen de la matematica) un poquito de
historia.

Se sabe que hay infinitos niimeros primos (como hemos visto en
el primer volumen de Matemdtica... ;estas ahi?). Esto significa que,
si usted me dijera: “Encontra un nimero primo mas grande que
10007, yo tendria que ser capaz de encontrar uno. Y si me pidiera
que encontrara uno mas grande que 1 000 000, también tendria
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que encontrarlo. En definitiva, no importa cuan grande sea el nt-
mero que usted elija, yo siempre podré encontrar un nimero pri-
mo mas grande. La pregunta que uno puede hacer es la siguiente:
¢cuantos primos menores o iguales que 1000 hay? O bien, ¢cuantos
primos menores o iguales que 1 000 000 hay? ¢Y cuantos hay meno-
res que 10 000 000 000?

Lo interesante es que existe una manera de medir cuantos pri-
mos hay menores o iguales que un cierto nimero x, y se conoce
con el nombre (no se asuste, es s6lo un nombre) pi(x). Es decir,
pi(x) estima (o calcula) cuantos nimeros primos hay menores o
iguales que x. Por ejemplo:

pi(3) = 2, pi(10) = 4, pi(25) = 9, pi(1000) = 168, pi(1 000 000) = 78 498

Ahora bien: ;como hacer para estimar el valor de pi(x) para cada
valor de x? Por supuesto, uno podria hacer todas las cuentas. Por
ejemplo, si nos pidieran que calcularamos cuantos primos hay me-
nores que I millon, o sea, calcular pi(1 000 000), podriamos hacer
una lista de todos los que hay, contarlos y dar el resultado. Pero,
como advierte, éste es un método muy poco econémico, aun con
las computadoras mas potentes.

Hay un teorema, sin embargo, que resolvié este problema. Y
dice asi: “Si quiere calcular el valor de pi(x) haga lo siguiente: cal-
cule log(x), que es el valor del logaritmo de x, y ahora divida x por
el log(x)”.0O sea, calcule

x/log(x)

y el nimero que obtenga sera una muy buena aproximacion del
valor de pi(x).

Dicho todo esto, el matematico francés Adrien-Marie Legendre
conjeturd que cuando el namero x es cada vez mas grande, la di-
ferencia

Log(x) — x/pi(x)
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se aproxima mas y mas a un numero que €l llamé B. Con el tiem-
po, se comprobo6 que ese numero B era en realidad 1, y la notaciéon
B’, indica que la constante de Legendre (de alli la letra L) es en
realidad igual a 1... Y ésa es la razén por la cual figura en el reloj
en lugar del 1.

12) El altimo ntimero que voy a explicar es el 3. En ese lugar
aparece una sucesion de simbolos:

&#x33;

Que es la forma como se puede escribir el nimero 3 en el formato
“html”, que se usa cotidianamente para disenar y crear las paginas
web en Internet.

HTML son las iniciales de HyperText Markup Language. En ese
lenguaje (una suerte de cédigo o conjunto de instrucciones), si
uno quiere generar un namero 3, lo hace escribiendo la sucesion

de simbolos &#x33;%7

Por otro lado, otro profesor (esta vez espanol), José Ignacio Bur-
gos, investigador del CSIC (Consejo Superior de Investigaciones
Cientificas de Espana) con sede en Madrid, consultado por Carlos
D’Andrea, asegura:

En la codificacion unicode y en html los caracteres especiales
se representan con &...; por ejemplo € [la letra “e” con tilde] es

&eacute [en inglés, acute significa “tilde”]

27 Matilde Lalin es una amiga, doctora en Matematica, que hoy trabaja en
Canada. Ella fue quien me sugirié un lugar donde encontrar la explica-
cion que aparece mas arriba. Si a usted le interesa avanzar un poco
mas en este sentido, una referencia posible es: <http://zvon.org/other/
charSearch/PHP/search.php?request=33&searchType=3>.
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Para representar un caracter conociendo su nimero ASCII se
escribe:

&#..;

El simbolo de sostenido en musica, o #, indica el codigo ASCII
(iniciales de American Standard Code for Information Interchan-
ge: Codigo Americano Estandar para el Intercambio de Infor-
macioén, basado en el orden que tienen las letras en el alfabeto
inglés). Los codigos ASCII representan texto en las computa-
doras. El codigo ASCII del caracter 3 es 51. La representacion
hexadecimal de 51 es x33. En resumen: al poner &#x33; con
& anunciamos que viene un caracter especial, y con # que el
caracter especial es x33, que a su vez es la forma hexadecimal
de escribir el nUmero 51, y 51... es el nUmero 3.

Dias que duraban 23 horas

¢Pens6 alguna vez cuantos segundos tiene un dia? Posiblemente
no, o tal vez esta pregunta le resulte irrelevante. Sin embargo, la
respuesta permite entender como se define un segundo.

¢Gomo hacer entonces? Hagamos (juntos) algunos calculos muy
sencillos.

Primero, los datos faciles:

1 dia = 24 horas
1 hora = 60 minutos
1 minuto = 60 segundos

Ahora, vayamos por mds. Como cada minuto se compone de 60 se-
gundos, eso significa que en 1 hora (60 minutos) hay (60 x 60) =
3600 segundos.

Por otro lado, como en un dia hay 24 horas, y cada hora tiene
3600 segundos, entonces,
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24 - 3600 = 86 400

y ésta es la cantidad de segundos que hay en un dia: 86 400.
Con este dato, entonces, uno podria decir que

1 segundo = 1/86 400 de un dia

¢Por qué hice todos estos calculos? Sigame por aca: la rotaciéon
de la Tierra alrededor de su eje varia la velocidad a medida que
avanza el tiempo. Es decir, se sabe que el efecto de la Luna y las
mareas enlentecen esa rotacion y, por lo tanto, aumentan la longi-
tud de un dia en 3 milisegundos jpor siglo! Como la Tierra tarda
mas tiempo (aunque en forma muy imperceptible) en completar
una vuelta alrededor de su eje, entonces cada dia es un poquito
mas largo.

Es muy probable que no lo hayamos notado, porque el dia au-
menta en 3 milisegundos por siglo, lo que significa que dentro de
1000 siglos (100 000 anos), cada dia va a durar 3 segundos mas.
Usted se preguntara (quiza con razén) a quién le importa esto. O
en todo caso, ;como me afecta a mi? Posiblemente en nada, pero
antes de que deje de leer estas lineas la/lo invito a pensar conmi-
go lo siguiente. De la misma forma en que uno puede predecir lo
que sucedera en 100 000 anos (si es que el hombre no se ocupa de
destruir todo), uno puede hacer el camino inverso y mirar hacia
atras. Es decir, si la Tierra gira cada vez mas lentamente alrededor
de su eje, es porque en el pasado giraba mas rapido.

Y si uno supone que la desaceleraciéon ha sido constante en el
tiempo, se puede conjeturar lo que ocurria antes y hacer la cuenta
de cudnto menos duraba un dia hace algunos aros. Y eso es lo que
quiero hacer.

100 000 anos atras dias 3 segundos mas cortos

Por lo tanto, multiplicando por 1200, tenemos:
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120 000 000 anos atras dias 3600 segundos mas cortos

Es decir, hace 120 millones de anos la Tierra tardaba 3600 segun-
dos menos en dar una vuelta alrededor de su eje. Y aqui es adonde
queria llegar, porque, como ya vimos que 3600 segundos equiva-
len a una hora, entonces, hace 120 millones de anos, los dias en la
Tierra duraban 23 horas.

Yo sé que ni usted ni yo viviamos en esa época, pero los dinosau-
rios si, y como todo el mundo parece siempre tan interesado en lo
que sucedia en esos tiempos, es bueno que sepa que los dias eran
mucho mas cortos: duraban una hora menos. Eran, literalmente,
dias de 23 horas.

(25/5) y un tributo a la creatividad

En un video que aparece en YouTube,?® subido a la red el 7 de
marzo de 2007, se reproduce un segmento de una serie norte-
americana (Ma & Pa Kettle) que se veia en la década de los cin-
cuenta. Los actores eran Percy Killbride, que hacia de padre (“Pa”,
Franklin Kettle), y Marjorie Main, que desempenaba el rol de la
madre (“Ma”, Phoebe Kettle). Lo notable es que en el breve lapso
de 2 minutos y 30 segundos se puede ver una excelente manera de
dividir, que contiene todos los errores imaginables y que transfor-
man ese clip en algo desopilante. Si puede acceder a una compu-
tadora y conectarse a Internet, le sugiero que lo hagay le dedique
ese tiempo al video, porque es imperdible.

Mas alla de las barreras idiomaticas (el video esta en inglés), las
explicaciones en el pizarron son tan claras como absurdas. Voy a

28 Lo que aparece aca es una miniadaptacién porque, en la version
original, en lugar de hablar de como repartir 25 dolares, se habla de
dividir el 25% de la venta de un terreno. A los efectos de lo que quiero
mostrar en este caso, la modificacion es irrelevante. Véase <http://
www.youtube.com/watch?v=0JS8GszWJuQ>.

© Siglo Veintiuno Editores




106 Matematica... jestas ahi? La vuelta al mundo...

tratar de hacer una sintesis de lo que alli sucede, pero estoy seguro
de que no va a tener el mismo impacto que el que produce mirar
el video. Igualmente, aca va.

Un vendedor trata de mostrarle al matrimonio Kettle que, como
tiene que dividir 25 délares entre 5 personas, van a corresponder-
le (dice él, correctamente) 5 dolares a cada uno. El matrimonio lo
mira sorprendido, como invitindolo a que revise su posicion. Es
mas, el marido le dice:

—Se equivoca. Si hay que dividir 25 dolares entre 5, le correspon-
den 14 dolares a cada uno.

Como la charla se desarrolla en la cocina y justamente alli hay
un pizarréon, el vendedor toma una tiza y escribe lo que se ve en las
figuras la, 1by lc.

25 |5 25 |5 25 |5
5 25 5 25
0
(a) (b) (c) Figura 1

A continuacién dice:

—25 dividido 5 resulta ser 5 (la). Luego, como 5 por 5 es 25,
lo anoto aca (1b). Luego resto los 25 de arriba con estos 25, y da
jcero! (Ic)

Aqui es donde interviene el marido, borra lo que esta escrito en
el pizarrén y dice:

—LEsta equivocado. Yo soy un buen matematico. Vea lo que su-
cede:

25 |5 25 |5 25 |5 25 |5
5 1 5 1 ~5 14 ~5 (14

20 20 20
T20
0
(a) (b) (c) (d) Figura2
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Y continta:

—Quiero dividir 25 por 5. Como el 2 no va en el 5, entonces me
queda el 5. Ahora: 5 dividido 5 es 1 (2a). Luego, resto el 5 de los
25y quedan 20 (2b). Entonces, como 20 dividido 5 es 4, pongo aca
el nimero 4 (2c). Y como 4 por 5 es 20, pongo aca el 20 (2d). Por
ultimo, resto 20 menos 20 y tengo 0 (2d).

Como se ve, entonces, 25 dividido 5 jes 14!

El vendedor vuelve a tomar la tiza, borra lo que hay en el piza-
rrén y escribe:

x5
25 Figura 3

Continta:

—Vea, déjeme convencerlo de esta forma. Si uno pone 5 y lo
multiplica por 5, entonces obtiene 25.

La senora, que habia permanecido en silencio hasta aqui, ocupa
el centro de la escena. Borra el pizarron y dice:

—Usted es el que tiene que ver:

14 14 15
x5 x5 x5
20 20 20
5 -]
25

(a) (b) (c) Figura 4

—Es decir: multiplique cinco veces 14 y fijese lo que pasa: b veces
4 es 20 (4a), b veces 1 es 5 (4b). Luego, 20 + 5 es 25 (4c) —y la
senora tira la tiza al final, mortificada porque parecen no enten-
derla.

Casi a modo de conclusion el vendedor insiste:

—Senora, permitame probarle que esta equivocada. Ponga 14
cinco veces (ba). Ahora, sumemos.
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Toma la tiza y empieza a recorrer los nimeros 4 que estan enco-
lumnados, mientras va describiendo en cada paso (al sumarlos):

—4...8...12...16... 20...

Y cuando esta por escribir el “0”, el dueno de casa se levanta, le
saca la tiza de la manoy recorre ahora €l los nimeros 1 de la prime-
ra columna... empezando desde el 20, donde habia terminado el
vendedor:

—21, 22, 23, 24 y 25 —mientras apunta a cada uno de los cinco 1
que estan encolumnados (figura 5b).

14 14
14 14
14 14
14 14
14 14
25 Figura 5

Como se advierte, la secuencia es poco menos que imposible de
transcribir, pero igualmente lo intenté porque quiero hacer el re-
conocimiento que corresponde, no soélo a los actores, sino tam-
bién a los autores intelectuales de este episodio.

Mas alla de lo gracioso que resulta, creo que ilustra como podria
pensar una persona cualquiera a quien uno acusaria de estar equi-
vocada, obviamente, pero que sin embargo estaria buscando su
camino sin someterse a las reglas que establece la sociedad.

Claro, estaria mal. La cuenta no puede dar 5 por un lado y 14
por otro, pero la situaciéon ensena que nuestras mentes funcionan
en diferentes direcciones y que, en algunos casos, puede ser util
domarlas para que miren todas hacia el mismo lado, pero en otros
podemos estar perdiéndonos la creatividad de alguien que senci-
llamente no piensa como nosotros.
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Cara o ceca

Si algo le falta a este mundo cada vez mas controvertido es que ven-
ga alguien y diga que tirar una moneda al aire no ofrece un 50% de
posibilidades de que salga tanto “cara” como “ceca” (suponiendo,
claro, que la moneda no esté “cargada”). Es decir, si hay algo que
uno da por seguro en la vida es eso: 50% de chances para cada
lado, “cara o ceca”.

Esta suposicion esta tan incorporada que es casi como una ma-
nera de vivir. Pero ahora necesito decir: jno tan rapido! No esté
tan seguro de que es asi.

No crea que a mi no me impacta escribirlo tanto como a usted
leerlo. La noticia me desconcert6 también, y si no hubiera sido por
la seriedad de los involucrados —los responsables intelectuales— no
le habria dado mayor crédito. Pero, como Persi Diaconis es uno de
los autores del trabajo, vale la pena prestar atencion.

Diaconis nacié en Nueva York, en enero de 1945, en una casa de
musicos. Durante muchisimos anos fue un mago profesional. Si,
un mago. Dejo el colegio a los 14 anos y se dedic6 a recorrer Es-
tados Unidos con Dai Vernon, considerado el mejor mago de la
historia norteamericana.

Diaconis era tan bueno generando nuevos trucos y aportando
ideas que empezo6 a ganarse la vida haciendo magia. Pero su pa-
sibn —segn €l mismo confiesa— era estudiar probabilidades. Y asi
fue como, a los 25 anos, terminoé inscribiéndose en el New York
City College, donde se gradué dos anos y medio después. Lo curio-
so es que de inmediato fue invitado como estudiante de doctorado
nada menos que a Harvard, y alli se doctor6 en 1975. En Harvard
primero, y en Stanford desde 1981, ha trabajado la mayor parte de
su tiempo.

Lo interesante de Diaconis es que dedic6 su vida a estudiar cosas
que al resto de los humanos nos parecerian marginales. Por ejem-
plo, lo que lo hizo famoso casi instantaneamente fue que en un tra-
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bajo muy celebrado® demostré que si uno mezcla un mazo de cartas
sosteniendo la mitad en cada mano y las entrelaza como se hace en
los casinos, entonces alcanza con mezclar siete veces. Todo lo que
uno haga después es irrelevante. Es decir: si al terminar una mano
de cualquier juego de naipes uno quiere tener la garantia de que el
mazo quedara bien mezclado, alcanza con mezclarlo siete veces.

Algunos autores senalan que es suficiente con cinco o bien seis
veces, pero teniendo en cuenta los parametros (matematicos) que
quiere cubrir Diaconis, hacen falta siete veces para considerar que
las cartas quedan mezcladas al azar.

Diaconis hizo muchisimos otros aportes en matematica, espe-
cialmente en temas vinculados con procesos aleatorios (“al azar”),
y us6 sus hallazgos con las cartas para abordar otros problemas que
parecian, en principio, no tener relacion entre si.

EI 28 de julio de 2009, David Adler, autor del libro Snap Judgment
(algo asi como “Juicio instantaneo” o “Sin pensar”) —aparecido en
septiembre del mismo ano—,3 hace referencia a un nuevo trabajo
que involucra a Diaconis, esta vez con otros colaboradores: Susan
Holmes y Richard Montgomery.

Los resultados son sorprendentes: cuando uno hace que una ma-
quina especialmente disenada arroje una moneda al aire, y puede
controlar la fuerza con la que es disparada hacia arriba, entonces
el resultado es predecible y uno puede anticiparlo, a tal punto que
la maquina es capaz de hacer que el resultado sea siempre “cara”.

Adler dice también en ese articulo que esto es esperable, tenien-
do en cuenta que, si uno puede controlar la fuerza, también puede
calcular la cantidad de veces que la moneda girara en el aire y, por

29 “Trailing the Dovetail Shuffle to its Lair” aparecié en Annals of Applied
Probabilities, 2(2): 294-313, 1992, y tiene a Persi Diaconis y Dave
Bayer como coautores.

30 Mi amigo personal, el doctor Eduardo Cattani, un excelente matema-
tico argentino que trabaja en la Universidad de Massachusetts, en
Ambherst, especialista en geometria tedrica, funciones hipergeométricas
y teoria de Hodge, fue quien me envi6 el articulo de Adler. Por lo tanto,
el crédito le corresponde a él.
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lo tanto, modificar esa fuerza hasta lograr que salga o bien “cara”
o bien “ceca”.

Sin embargo, lo que resulta realmente espectacular es notar que
cuando hicieron el mismo experimento con seres humanos, si la
moneda estaba en posicién de “cara” antes de tirarla caia un 51%
de las veces también en esa posicion. Y si empezaba en “ceca”, su-
cedia lo mismo. Es decir, {la posicion inicial determina la mayoria
de las veces el resultado final! Y escribo “mayoria” porque el resul-
tado es mayor a un 50%.

Holmes, Montgomery y Diaconis®! explican en el resumen:

Analizamos el proceso natural al arrojar una moneda con la
mano. Comprobamos que una moneda arrojada consistente-
mente tiende a caer en la misma posicion en la que salié. Lo
que produce este hecho depende de un Unico parametro: el
angulo entre la normal (perpendicular) a la moneda y el vector
momento angular. Reportamos también las medidas de estos
parametros, basados en fotografias de alta velocidad. En con-
diciones normales, la probabilidad de que la moneda caiga en
la misma posicion en la que salio es de un 0,51 (0 sea, un 51%
de las veces).

Puede ser que a usted este episodio le resulte irrelevante. Sin em-
bargo, créame que atenta contra lo que uno siempre sospeché y
ahora parece no ser cierto: tirar una moneda al aire fue siempre
una garantia de equidad, de igualdad.

Habra que revisar nuestras viejas ideas y estar atentos. Al menos,
cuando alguien quiera tirar una moneda para definir algo que la/
lo involucra, digale que usted va a ser quien la arroje y quien elija.
Y si quien la arroje va a ser otra persona, pidale ver cual es la po-
sicion inicial y elija usted. De lo contrario, proponga otro método

31 “Dynamical Bias in the Coin Toss” (“Tendencias dinamicas al arrojar
una moneda”), publicado en la revista Society for Industrial and Applied
Mathematics, Filadelfia, 49(2): 211-234, abril de 2007.
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que garantice igual probabilidad porque, desde ahora, tirar una
moneda al aire no es mas un método confiable.

Aldea global

En el primer episodio de Matemdtica... jestds ahi? inclui un proble-
ma llamado “Aldea global”. La idea era “imaginar” la realidad si la
poblacion de la Tierra se redujera a una “villa” de exactamente 100
personas. ;Qué pasaria con ellas? Es decir, ;como se distribuirian
por categorias?

Las estadisticas han sido actualizadas sobre la base de publicacio-
nes especializadas e informes sobre la poblacion mundial elabora-
dos por Naciones Unidas, PRB.org y otras fuentes. Los autores del
texto original piden que quien lea las estadisticas tenga en cuenta
que son eso, estadisticas, y que en consecuencia podrian modificar-
se en el término de pocos meses o anos. Por lo tanto, invitan a que
sean consideradas una “tendencia” y no algo preciso y/o exacto.

Una aclaracién mas: en su mayor parte, el texto que figura a
continuacién no me pertenece. Mas que nunca, soy simplemen-
te un vehiculo para informar y/o comunicar lo que es mérito de
otros. El texto fue escrito por Donella Meadows y publicado por
primera vez el 29 de mayo de 1990 (hace casi veinte anos) bajo el
titulo “Reporte sobre el estado de la Aldea”.

La Tierra en miniatura®

Si pudiéramos reducir la poblacion de la Tierra a una pequena co-
munidad de 100 personas manteniendo las proporciones de hoy,
el resultado seria el siguiente:

32 Las fuentes de la informacién que aparece publicada son: (1) <http://
www.miniature-earth.com/me_spanish.htm>, (2) <www.makepo-
vertyhistory.org>, (3) <www.millenniumcampaign.org>, (4) <www.
un.org/millenniumgoals/>, (5) <http://sustainer.org/dhm_archive/index.
php?display_article=vn338villageed>.
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61 asiaticos

13 africanos

12 europeos

8 norteamericanos

5 sudamericanos y caribefios

1 de Oceania

50 mujeres

50 hombres

47 viven en un area urbana

9 discapacitados

33 cristianos (catdlicos, protestantes, ortodoxos, anglicanos y
otras variantes)

18 musulmanes

14 hindues o hinduistas

16 no son religiosos

6 budistas

13 practican otras religiones

43 viven sin sanidad basica

18 viven sin una fuente de agua potable

6 personas poseen el 59% de las riquezas de la comunidad
13 estan hambrientos o desnutridos

14 no saben leer y sélo 7 tienen una educacion de nivel secun-
dario

Sdlo 12 tienen una computadora

Sdlo 3 tienen conexién a Internet

1 adulto de quienes tienen entre 15-49 afios padece VIH/sida
La aldea asigna mas de 1,12 billones de ddélares a gastos milita-
res y tan sélo 100 000 millones a proyectos para el desarrollo.
Si usted tiene comida en la heladera, guarda su ropa en un ro-
pero, tiene una cama para dormir y un techo sobre su cabeza,
entonces, es mas rico que el 75% de la poblacién mundial.

Si tiene una cuenta en el banco, entonces es una de las 30
personas mas ricas del mundo.

18 luchan para sobrevivir con un dolar por dia... 0 menos

53 luchan para sobrevivir con dos délares por dia 0 menos
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17 hablarian mandarin
9inglés

8 hindi o urdu

6 espanol

6 ruso y

4 arabe

Esta lista s6lo contempla la lengua madre de la mitad de los habi-
tantes de la villa. La otra mitad hablaria (en orden decreciente de
frecuencia) bengali, portugués, indonesio, japonés, aleman, fran-
césy otros 200 idiomas.

Un tercio de la villa (33) serian ninos. S6lo la mitad de ellos es-
tarian inmunizados frente a enfermedades infecciosas prevenibles,
tales como poliomielitis y rubéola.

6 de los 100 habitantes de la villa tendrian mas de 65 anos.

Sélo la mitad de las mujeres casadas tendria acceso a métodos
anticonceptivos.

Todos los anos se producirian 3 nacimientos y 1 muerte. Es de-
cir, la villa tendria 102 personas al ano siguiente.

So6lo 7 personas tendrian auto (algunas de ellas mas de uno).

Una tercera parte de la poblacién no tendria acceso al agua po-
table, y de los 67 adultos de la villa, la mitad (jla mitad!) seria
analfabeta.

Eso si: la villa habria enterrado bajo tierra suficiente poder en
armas nucleares para explotarse y destruirse a si misma varias ve-
ces. Y estas armas estarian bajo el control de sélo 10 personas.®®

33 Al dia de hoy, el Instituto de la Sustentabilidad, a través de la Fundacion
de Donella, lleva adelante el proyecto llamado “The Miniature Earth”
(“La Tierra en miniatura”).
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Carrera de 100 metros y orden de llegada

Una manera de abordar el problema
Voy a anotar las cinco primeras posiciones. El objeti-
vo (obviamente) es llenarlas con los nombres de cada persona.
Pero lo que voy a hacer por ahora es anotar a quienes no pueden
estar alli.
Por ejemplo: por la condiciéon A, Antonio no puede estar ni pri-
mero ni Gltimo, entonces la lista que propongo comenzara asi:

1) Antonio
2)
3)
4)
5) Antonio

Por otro lado, como por la condiciéon B sabemos que Antonio ter-
miné delante de Bernardo, entonces Bernardo no pudo haber lle-
gado primero. Porque si hubiera sido asi, ¢en qué posicion habria
llegado Antonio?

Luego, si retomamos la lista de los primeros cinco lugares, los
que no pueden haber quedado en las posiciones 1y 5 son (hasta
aca):
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1) Antonio - Bernardo
2)

3)

4)

5) Antonio

Por otra parte, Ernesto terminé detras de Diego. Luego, Diego
no pudo haber terminado altimo (si no, ¢dénde habria quedado
Ernesto?). Por eso agrego a Diego en el lugar namero 5:

1) Antonio - Bernardo
2)

3)

4)

5) Antonio - Diego

Ademas, Ernesto fue mas rapido que Antonio. Luego, Ernesto no
pudo figurar tampoco en el Gltimo lugar (si no, no habria lugar
para Antonio):

1) Antonio - Bernardo

2)

3)

4)

5) Antonio - Diego - Ernesto

Como Antonio le gan6 a Bernardo, Bernardo no pudo haber sali-
do primero. Pero como sabemos que tampoco Antonio pudo salir
primero, eso significa que Bernardo no pudo haber salido segun-
do porque, si no, Antonio deberia haber salido primero. Luego,
Bernardo no pudo ser ni primero ni segundo.
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1) Antonio - Bernardo

2) Bernardo

3)

4)

5) Antonio - Diego - Ernesto

Por la condicién C, Carlos fue mas rapido que Diego. Luego, Die-
go no pudo haber salido primero, y Carlos no pudo haber sido
altimo. La lista queda asi:

1) Antonio - Bernardo - Diego

2) Bernardo

3)

4)

5) Antonio - Diego - Ernesto - Carlos

Aqui debemos hacer una breve pausa. En el lugar niimero 5 ya
hemos ubicado cuatro nombres. Eso quiere decir que, si hemos
razonado correctamente, este lugar, el quinto, ya tiene un dueno.
Y ese dueno es Bernardo. Por lo tanto, ahora voy a agregar a Ber-
nardo en los lugares 3 y 4 de la lista (en el primero y el segundo ya
estaba). Luego, hemos llegado a la primera conclusion: jBernardo
sali6 altimo!

1) Antonio - Bernardo - Diego

2) Bernardo

3) Bernardo

4) Bernardo

5) Antonio - Diego - Ernesto - Carlos (BERNARDO)

Avanzo un paso mas. De acuerdo con la condicion D, Ernesto fue
mas lento que Diego. Por lo tanto, Ernesto no pudo haber sido
primero tampoco. Luego, la grilla queda asi (e invita a una nueva
conclusion):
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1) Antonio - Bernardo - Diego - Ernesto

2) Bernardo

3) Bernardo

4) Bernardo

5) Antonio - Diego - Ernesto - Carlos (BERNARDO)

Mirando el primer puesto, la nueva conclusion es que el ©nico que
pudo haber salido primero es Carlos. Y esto contesta la primera
pregunta que se habia formulado. Ahora puedo agregar el nom-
bre de Carlos en los lugares 2, 3y 4 (en el quinto ya figuraba):

1) Antonio - Bernardo - Diego - Ernesto (CARLOS)
2) Bernardo - Carlos
3) Bernardo - Carlos
4) Bernardo - Carlos
5) Antonio - Diego - Ernesto - Carlos (BERNARDO)

Como Antonio no pudo haber salido quinto (por la primera res-
triccién), el peor lugar en el que pudo ubicarse es el cuarto. Por la
condicion D sabemos que Ernesto fue mas rapido que Antonio vy,
por lo tanto, si éste no pudo ser quinto, entonces Ernesto no fue
el cuarto.

1) Antonio - Bernardo - Diego - Ernesto (CARLOS)
2) Bernardo - Carlos

3) Bernardo - Carlos

4) Bernardo - Carlos - Ernesto

5) Antonio - Diego - Ernesto - Carlos (BERNARDO)

Pero por la misma indicacion (D) Ernesto fue mas lento que Die-
go, y ya sabemos que Ernesto no fue ni primero ni cuarto ni quin-
to; entonces, le quedarian (en principio) dos lugares posibles: se-
gundo o tercero. Pero no puede ser segundo porque eso obligaria
a que Diego fuera primero (por haber corrido mas rapido), y eso
no puede ser. Luego, jErnesto sali6 tercero!
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1) Antonio - Bernardo - Diego - Ernesto (CARLOS)
2) Bernardo - Carlos - Ernesto

3) Bernardo - Carlos (ERNESTO)

4) Bernardo - Carlos - Ernesto

5) Antonio - Diego - Ernesto - Carlos (BERNARDO)

Ahora s6lo queda por decidir entre Diego y Antonio: quién salio
segundo y quién cuarto. Como por la condiciéon D sabemos que
Ernesto fue mas lento que Diego, y Ernesto salié tercero, Diego
tuvo que haber salido segundo y, por lo tanto, Antonio tuvo que
haber salido cuarto.

En consecuencia, el resultado final fue el siguiente:

1) CARLOS

2) DIEGO

3) ERNESTO
4) ANTONIO
5) BERNARDO

MoraLEJA: Este problema que detallé con tanto cuidado es sélo
un ejemplo de una gran variedad de curiosidades de este tipo.
Usted misma/o, una vez que resuelva algunos, podria generar
uno para que otros lo resuelvan. Por supuesto, los datos no
deben ser contradictorios entre si porque, en ese caso, no ha-
bra solucién. Pero eso no alcanza. La idea no sélo es que haya
solucion, sino que ésta sea Unica. Es decir, tal como se ve en el
razonamiento presentado mas arriba, el orden en que llegaron
los competidores es unico.

Por ultimo, el hecho de haber imaginado una carrera de 100 me-
tros, con competidores y ubicaciones en el podio, es s6lo una fan-
tasia. En realidad, lo interesante ahora seria que usted (si tiene
ganas y tiempo) relea el enunciado del problema y trate de ver si
lo puede plantear en términos abstractos.

Es decir, uno podria formular el problema de la siguiente for-
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ma: se tienen cinco puntos ordenados en una recta (que podria
ser un “centimetro”, como el que usan las costureras). El que esta
mas a la derecha es el mayor y el que esta mas a la izquierda es el
menor; es decir, los puntos estan ordenados. Los voy a llamar A,
B, C, Dy L.

Voy a establecer una equivalencia entre los nombres que usé
mas arriba y estas cinco letras. O sea:

A = Antonio
B = Bernardo
C = Carlos

D = Diego

E = Ernesto

Entonces, las cuatro condiciones que figuran mas arriba podrian
traducirse asi:

1) Ano es ni el punto que esta mas a la derecha ni el que
esta mas a la izquierda.

2) Sin embargo, A estd a la derecha de B.

3) Ces mayor que D.

4) E es mayor que A pero menor que D.

Con estos datos, trate de ordenar los puntos. Siguiendo el mismo
razonamiento que hicimos antes, pero sin hacer referencia a una
carrera de 100 metros, uno deberia concluir que el orden de los
puntos en la recta fue el siguiente:

B A E D Cc

¢Por qué?

a) Por la condicién 4, uno deduce que A< E< D.
b) Por la condiciéon 2, se sabe que B< A.
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Juntando ambas,
B<A<E<D
¢) Por la condicion 3, uno concluye que D < C.
O sea, uniendo lo que dedujimos en (a), (b) y (c¢) tendremos:
B<A<E<D<C

Como se ve, no hizo falta usar la condiciéon 1, que se deduce (o esta
contenida) en la 2y la 4: la segunda condicion dice que A no pue-
de ser el menor namero (porque esta a la derecha de B) yla cuarta
dice que A no puede ser el mayor (porque E es mayor que A).

La idea, entonces, es s6lo encontrar una Ahistoria que tenga sen-
tido para plantear un problema que tendra tantas posibles presen-
taciones como su fantasia le permita.

Medias blancas y medias negras
RespPuEsTA: jcero!

¢Por qué? Llamemos a las medias BI, B2, X1y X2. Las que llamamos
Bly B2 son las dos medias blancas que tiene que haber, si no, no ha-
bria posibilidades de tener un par blanco. No sabemos de qué color
son las otras dos. Veamos cuales son las posibles combinaciones:

34 Cuando leyo este problema, Carlos D’Andrea agrego: “Viene bien hacer
el razonamiento exhaustivo de todas las soluciones, sobre todo para
destacar el hecho de que muchas veces estos problemas de légica (e
incluso los sudokus) tienen mas de una solucién, y si uno quiere asegu-
rarse de que existe /a solucion, entonces deberia considerar todos los
casos, o bien llegar a alguna argumentacion de la cual se deduzca la
unicidad de la respuesta”.
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B1-B2
B1-X1
B1-X2
B2-X1
B2-X2
X1-X2

Como la probabilidad de sacar un par blanco es de '%, las medias
no pueden ser todas blancas (si no, la probabilidad seria 1).

Luego, X1y X2son ambas negras, o bien una es negra y la otra
blanca. El hecho de que la probabilidad de sacar dos medias blan-
cas sea Y% significa que, de las seis posibilidades que figuran mas
arriba, tres tienen que ser dos blancas pero las otras tres no pue-
den incluir dos blancas.

Si X1y X2fueran negras, de las seis posibilidades quedarian en-
tonces estas probabilidades:

2 blancas: 1/6 (B1-B2)
2 negras: 1/6 (X1-X2)
mixtas: 4/6 = 2/3 (B1-X1, B1-X2, B2-X1 y B2-X2)

Luego, X1y X2no pueden ser negras... Veamos qué pasa si una de
las dos es blanca, digamos X1, y la otra, X2, es negra.
En ese caso, tenemos los siguientes pares blancos:

B1-B2
B1-X1
B2-X1

Esto da justo % probabilidad de que haya un par blanco.
Veamos los otros tres pares que quedan formados:

B1-X2
B2-X2
X1-X2
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Los tres restantes seran jmixtos! Luego, la probabilidad de que
haya un par negro es jcero!®

Uvas y cerezas

Llamemos C al namero de kilos de cerezas que tiene que poner. El
costo de las cerezas puede expresarse asi:

(50)-C=50C

Recordemos que mezclamos esta cantidad de kilos de cerezas (C)
con los 40 kilos de uvas que teniamos, que costaron $ 71 cada uno.
Asi, el costo de las uvas (total) sera:

40 - 71 = 2840
Por otro lado, la mezcla que tenemos pesa
(40 + C)

ya que eso fue lo que incluimos en la mezcla (los 40 kilos de uvas
y los Ckilos de cerezas). Lo que sabemos es que esta mezcla de
(40 + C) tiene que costar $ 64 por kilo.

Resumiendo, disponemos de los siguientes datos:

a) Por un lado, el costo total de la mezcla es:
(50) - C + (71) - 40

35 Podria haber planteado el problema de una forma mas general: “Sa-
biendo que la probabilidad de sacar al azar dos medias y que ambas
resulten blancas es V2, decida cuantas medias blancas y cuantas
negras tiene que haber en una caja”. Si uno resuelve este Ultimo caso
(y deduce que hay tres blancas y una negra), el problema que planteé
originalmente queda automaticamente contestado.
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Esto se obtiene porque son $ 50 por kilo de cerezas, e incluimos C
kilos, mas 40 kilos de uvas a $ 71 cada uno.

b) El precio total de la mezcla es:
(C +40) - 64

Esto se deduce del hecho de que uno tiene que incluir los 40 kilos
de uvas mas Ckilos de cerezas (todavia no sabemos cuantos) y multi-
plicar por el precio que queremos que valga la mezcla, o sea, $ 64.

Al igualar estos dos nimeros obtenemos:

50 C + 71 - 40 = (C + 40) - 64 = (64 - 40) + 64 C
(71 - 40) - (64 - 40) = (64 - 50) C

2840 - 2560 = (64 - 50) C

280=14C

Cc=20

Por lo tanto, uno tiene que incluir 20 kilos de cerezas para que la
mezcla valga $ 64.

Grilla de nimeros con incégnita

Lo que le propongo es que escribamos las igualdades que deberian
verificarse entre todas las letras y los nimeros que tenemos hasta
ahora, y veamos como podemos jugar con ellos hasta alcanzar al-
guna conclusion.

Primero las filas:

a)2A+2B=14
b)2C+2D=6
c)A+B+C+D =10
dA+2B+D=11
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Yluego las columnas:

e)3A+C=14
JA+3D=7
g)2B+2C=10
h)3B +D =x

¢Qué hacer ahora? De la ecuaciéon (f) se deduce que A=7-3 D.
Luego, si despejamos la letra D, tenemos:

3D=7-A
y de aca
D=(7-A)/3 )

De la ecuacién (a) se deduce que A + B=7 (basta dividir por 2).
Luego,

B=7-A ")

De la ecuacion (e) se infiere que 3 A+ C= 14. Luego, despejando C,
C=14-3A (%)

Por ultimo, a partir de la ecuacion (c) se sabe que
A+B+C+D=10 (****)

Reemplazando en (*#*%*) lo que figura en (*), (¥¥*), (**¥*), se sigue
que:

A+B+C+D=A+(7T-A)+(14-3A)+(7-A)/3=10

Pero esto significa que:
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21-3A+(7-A)/3=10
[63-9A +(7-A)J/3=10

Luego, pasando el namero 3 del otro lado, se tiene:
63-9A+(7-A)=30
70-10A =30
70-30=10A
40=10A

y por lo tanto: A = 4

Una vez llegados aca, usamos las igualdades (*), (¥%) y (¥%%) yalli
donde figura A la reemplazamos por el nimero 4.

D=(7-A)/3=(7-4)/3=3/3=1
Osea:D=1
B=7-A=7-4=3
Osea,B=3
Por ultimo,
C=14-3A=14-3:-4=14-12=2
Osea,C=2

Juntando toda la informacién, hemos deducido que:

OO0 W >»
o
R A S
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Ahora solo falta reemplazar estos valores en la grilla que figura
mas arriba y comprobar que lo que uno queria que sucediera (que
las filas y columnas resultaran ser los nimeros que figuran al costa-
do y abajo respectivamente) efectivamente sucede. Por altimo, el
namero x que queriamos calcular resulta ser el 10.

4 a4 3 3 14
2 1 2 1 6
4 1 2 3 10
4 1 3 3 11
14 7 10

Problema para pensar con dos digitos

Antes de avanzar con la respuesta, le propongo lo siguiente. Elija
diez niimeros con los cuales empezar. Practique con ellos todo lo
que esta propuesto en el problema pero no se fije en la lista. Sim-
plemente haga los calculos correspondientes (o sea, conmutelos,
réstelos y fijese qué nameros obtiene).

Voy a hacerlo yo también con diez ejemplos cualesquiera: 83,
37, 82,76, 53, 85, 13, 62,29 y 97.

83 37 82 76 53 85 13 62 29 97
38 73 28 67 35 58 31 26 92 79
45 54 09 18 27 36 18

Los que quedaron sin resultado son aquellos en los que hay que
restar poniendo el mayor de los dos niimeros arriba. En los tres
casos las operaciones que faltan son:

73 31 92

37 13 29
36 18 63
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Ahora si, quiero agrupar todos los niimeros que obtuve:
45, 36, 54, 09, 18, 27, 18, 36, 63, 18...

¢Le sugiere algo esta lista? Los voy a agrupar de otra forma:
09, 18, 27, 36, 45, 54, 63...

Se parece mucho... jala tabla del 9!

O sea, lo que uno descubre es que todos los resultados que en-
contr6 son miultiplos de 9. Y'si va hasta la Tabla 1 y coteja los sim-
bolos que hay a la derecha de cada multiplo de 9, ¢qué descubre?
(Hagalo por sus propios medios.) Lo que descubre es que a la
derecha de cada uno de los resultados posibles esta el simbolo &.

Lo que restaria ver entonces, para poder finalizar este analisis,
es por qué siempre resulta un niimero multiplo de 9.

Hagamos lo siguiente: tome un namero de dos digitos cuales-
quiera. Digamos, el niimero ab. S6lo para poner un ejemplo, pien-
se en el 73. El nimero 73 es la forma abreviada que usamos para
escribir: 70 + 3. O sea,

73=7-10+3

En el caso del nimero ab esta escritura es también una forma abre-
viada de escribir

ab=10a+b
Por lo tanto, si uno quiere restar
ab - ba,

lo que esta haciendo es:
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ab-ba=[(10a) + b]-[(10b) +a]=10a+b-10b-a =
9a-9b=9(a-b)

Es decir que el naimero que obtiene es un multiplo de 9. Por lo
tanto, no importa cual sea el nimero que elija para empezar el
juego, una vez que realice todo el proceso obtendra invariablemente
un multiplo de 9. 'Y como al costado derecho de todos los miltiplos
de 9 hay un simbolo &, no importa cual sea el nimero de partida,
todos lo van a llevar a &. Ylo mismo sucede en el segundo ejemplo,
donde al lado de cada mailtiplo de 9 ubiqué el simbolo >, que es el
que aparecio tanto en su caso como en el mio.

¢Quién dice la verdad?

Antes de escribir una potencial solucion, quiero invitarlo a reflexio-
nar algo conmigo... y créame que vale la pena. Mas atin: ¢qué gra-
cia tendria que leyera la respuesta sin haberse tomado el tiempo
para pensarla? Lo pongo en otros términos: si usted lee lo que
sigue mas abajo (donde estd la respuesta al problema), ¢qué gané?
Claro, sabria como resolverlo, pero ¢no le dan ganas de ponerse a
pensar un rato y tratar de descifrarlo sola/o? Es que en la vida los
problemas que se nos plantean no vienen —lamentablemente— con
una soluciéon que uno pueda leer “mas abajo”. Por lo tanto, creo
que conviene vencer la tentacion de leer y ponerse a pensar.

En todo caso es miidea, y no crea que siempre puedo ponerla
en practica. Hay veces que no tengo paciencia para pensar algo
0 no me interesa tanto el tema, y lo que termino por hacer es lo
que le propongo a usted que no haga. Pero estoy convencido de
que cuantas mas situaciones nuevas uno enfrente, cuantos mas
debates internos uno atraviese..., mejor preparado estard para
encarar la vida cotidiana y para producir algo nuevo. Una vez
mas, es solo mi idea.
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Hay muchas maneras de abordar este problema. Voy a proponerle
un par, pero estoy seguro de que no necesariamente coincidiran
con las que usted haya pensado.

1) Podria pasar que Alicia, Beatriz y Carmen fueran todas verdoto-
nas. Pero también podria pasar que Alicia y Beatriz fueran verdo-
tonas y Carmen, en cambio, fuera mentirona. O bien podrian ser
mentironas Alicia y Carmen, y Beatriz verdotona. Y asi siguiendo.

Como se advierte, no hay muchas posibles distribuciones. Siga
usted con todos los casos y va a descubrir que en total hay 8.

Ahora bien: uno podria intentar ver, en cada caso, si es posible
que den las respuestas que figuran mas arriba.

Veamos un ejemplo. Supongamos que las tres dijeran siempre la
verdad (o sea que las tres fueran verdotonas). ;Podria suceder? Es
que si usted revisa las respuestas que ellas dieron, va a deducir que
la respuesta 1 y la 3 son contradictorias (piense por qué).

Sigo yo. Si las tres tuvieran que decir la verdad, tanto cuando le
preguntan a Alicia como cuando le preguntan a Carmen a qué
grupo pertenece Beatriz, las dos tendrian que contestar lo mismo.
Y como Alicia dice una cosa y Carmen otra, la posibilidad de que
las tres digan la verdad no es viable.

Ahora lo dejo probando las otras opciones. Al hacerlo, al agotar
los casos, va a descubrir que Alicia es verdotona, en tanto que Beatriz
y Carmen son mentironas. Como son so6lo & casos para analizar, con
un poco de paciencia va a ver que ésa es la inica solucion posible.

2) Otra manera de pensar el problema es la que le propongo a
continuaciéon. De acuerdo con las respuestas a 1y 3, Alicia y Car-
men no pueden pertenecer al mismo grupo (porque en ese caso
darian la misma respuesta: o bien las dos mentirian o bien las dos
dirian la verdad). Como las respuestas que dieron en 1y 3 son
diferentes, estamos obligados a deducir que una miente y la otra
dice la verdad. Pero todavia no sabemos cual es cual.

Sin embargo, cuando le preguntan a Beatriz si Alicia y Carmen
pertenecen a grupos diferentes y ella contesta que no, esa res-
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puesta significa que Beatriz tiene que estar mintiendo, porque
nosotros sabemos que Alicia y Carmen s/ pertenecen a grupos
distintos. Luego, Beatriz miente (o sea, es mentirona). Por lo tan-
to, cuando en la tercera respuesta Carmen dice que Beatriz dice
la verdad, ya sabemos que eso no es cierto. Por lo tanto, Carmen
esta mintiendo. Y esta mintiendo porque es mentirona. Y como
Alicia y ella (Carmen) pertenecen a distintos grupos, entonces
Alicia dice la verdad.

En resumen: Alicia es verdotona, Beatriz es mentirona y Carmen
también lo es. Y listo.

¢Cierto o falso?

La/lo quiero invitar a pensar lo siguiente: ¢serd posible que entre
las diez frases haya dos (o mas) que sean verdaderas al mismo tiem-
po? Si me permite una sugerencia, no avance en la lectura antes de
reflexionar si esta situacion es posible (que haya dos frases, o mas,
que sean verdaderas). Créame que dilucidar esto por su cuenta le
permitira resolver el problema sin leer nada de lo que sigue.

Ahora si, sigo yo.

Antes de dar la respuesta, quiero proponer un ejemplo que es-
pero sea iluminador. Supongamos que fuera posible encontrar,
entre las diez, por lo menos dos frases verdaderas. S6lo para fijar las
ideas, supongamos que las frases 3 y 7 fueran las verdaderas. Esto
implicaria, por un lado, que hay exactamente tres frases falsas vy,
por otro, que hay exactamente siete frases falsas. Ambas afirmacio-
nes no pueden ser ciertas al mismo tiempo (¢por qué? No avance
hasta no haberlo pensado un rato).

Luego, las frases 3 y 7 no pueden ser ciertas al mismo tiempo,
porque obligarian a que el namero de frases falsas fuera exacta-
mente tres y siete, lo que no es posible.

Intente ahora con cualquier otro par, digamos las nimeros 2
y 8. Esto implicaria que, por un lado, hay exactamente dos frases
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falsasy, por otro, exactamente ocho frases falsas. Esto no puede ser
cierto (por las mismas razones que antes).

Como podra advertir, el razonamiento que usé para demostrar
que las frases 3 y 7, primero, y luego la 2 y la 8 no pueden ser cier-
tas simultineamente se aplica a cualquier par de frases.

Con el mismo razonamiento, uno puede concluir también que
no hay “mas” de dos frases verdaderas, porque en principio eso
querria decir que hay dos, y ya vimos que eso no puede pasar.

Por otro lado, tampoco puede ser cierto que ninguna frase sea
cierta, porque si las diez frases fueran todas falsas, entonces la ni-
mero 10 seria verdadera.

Estos razonamientos, entonces, permiten concluir un par de
cosas:

a) No puede haber dos o mas frases ciertas (porque esto
lleva a una contradiccion).
b) No pueden ser las diez frases todas falsas.

Luego, tiene que haber una sola frase verdadera y nueve que son falsas.

La pregunta que hay que responder ahora es: ¢;cual de todas las
frases es la verdadera? Supongamos que fuera la nimero 7 (por
elegir una cualquiera). Esto querria decir que hay exactamente
siete frases falsas entre las diez. Pero de este modo habria tres fra-
ses verdaderas (las tres restantes). Yya nos convencimos mas arriba
de que no puede haber mas de dos frases verdaderas.

Esto deberia servirnos para pensar que —quiza— lo mismo pasara
con otras frases, si suponemos que son ciertas.

Antes de avanzar y terminar con el analisis, ¢no le dan ganas de
pensar a usted, sin que yo tenga que escribir nada mas? La clave
de lo que pasoé recién con la frase nimero 7 es que, al ser ella la
verdadera, tiene que haber siete que sean falsas (por supuesto, no
la 7). Pero ademas tienen que quedar dos frases verdaderas mas. Y
ya vimos que eso no puede suceder.
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El Gnico caso que impide que se produzca esa situacion es elegir
la frase 9 como verdadera. Asi, uno sabe que hay exactamente nue-
ve frases falsas —todas salvo la 9, que es la tinica verdadera-—.

Y eso resuelve el problema que teniamos planteado.

Los eslabones de una cadena de oro

Me imagino que se habra entretenido con este problema bastante
tiempo. Las tentaciones son varias a lo largo del camino. Cuando
uno cree haber encontrado una manera ideal de cortar la pulsera
y ya se dispone a cotejar la solucion, se le ocurre algo que no habia
pensado antes y que modifica la respuesta original. Yeso (al menos
ami) me sucedio varias veces. Fue dificil vencer la tentacion de ir a
mirar. De todas formas, aunque parezca antiintuitivo, quiero decir
que conozco una solucién que permite cortar solamente cuatro
veces la cadena. Claro, la pregunta es como. No sé si le sorprende
el nimero, pero puedo garantizarle que kay una forma de hacerlo.
La voy a escribir aca abajo, pero quiza tenga ganas de seguir pen-
sandolo ahora que sabe que hay una forma de resolver el proble-
ma solamente con cuatro cortes.

Supongamos que usted numera los eslabones del 1 al 23. En-
tonces, corte la cadena de tal manera que queden separados los
eslabones que llevan los nimeros 4y 11. Esos dos quedan aislados.
Como puede advertir, para hacerlo se necesitan cuatro cortes.

[1]2]3]4]5][6]7]8]9][10[11]12[13]14]15][16]17[18][19]20]21[22]23]

De esta forma, con los cuatro cortes, la cadena ha quedado dividi-
da en cinco segmentos:

Primer segmento:

[1]2]3]
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Segundo segmento:

[4]

Tercer segmento:

[5]6]7]8]9]10]

Cuarto segmento:

Quinto segmento:

[12[13]14]15]16[17|18[19]20]21]22] 23|

O sea, se tienen:

2 segmentos de longitud 1 (el 4 y el 11)

1 segmento de longitud 3 (el que contiene los eslabones 1, 2 y 3)
1 segmento de longitud 6 (que contiene a 5, 6, 7, 8, 9y 10)

1 segmento de longitud 12 (el que tiene 12, 13, 14, 15, 16, 17,
18, 19, 20, 21, 22y 23)

Ahora se trata de mostrar que uno puede construir todos los nua-
meros, del 1 al 23, con esos cinco segmentos. Y aunque parezca
que no, se puede. Si quiere, piénselo por las suyas. Si no, aca va lo
que pensé yo.

El primer dia, le lleva un eslabon (el que tiene el nimero 4). El
segundo dia le lleva el eslabon 11, que junto con el 4 hace que la
senora tenga ahora dos eslabones. El tercer dia le pide que le de-
vuelva los eslabones 4y 11 (que le habia entregado los dias anterio-
res) y le entrega el segmento de cadena formado por los eslabones
1, 2y 3. Al cuarto dia le agrega al segmento que ella tenia (1, 2, 3)
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el eslabon 4. De esta forma, la senora tiene cuatro eslabones. Y asi
siguiendo, de acuerdo con la descripcion que sigue mas abajo.

1) 4

2) 4y 11

3) (1,2,3)

4) (1,2,3)+4

5) (1,2,3)+4 + 11

6) (5,6,7,8,9,10)

7) (5,6,7,8,9,10) + 4

8) (5,6,7,8,9,10) + 4 + 11

9) (5,6,7,8,9,10) + (1,2, 3)

10) (5,6,7,8,9,10)+(1,2,3) +4

11) (5,6,7,8,9,10) + (1,2, 3) + 4 + 11

12) (12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23)

13) (12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23) + 4

14) (12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23) + 4 + 11

15) (12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23) + (1, 2, 3)

16) (12, 13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21,22, 23) + (1,2, 3) + 4

17) (12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23) + (1,2, 3) + 4 + 11
18) (12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23) + (5, 6, 7, 8, 9, 10)...

Bonito, ¢no? E inesperado también.

Otra soluciéon, que me propusieron tanto Alicia (Dickenstein)
como Carlos (D’Andrea) y que quiza se le haya ocurrido a usted
también: con cuatro cortes, al igual que en la propuesta anterior,
ellos separaron los siguientes segmentos:

1,(2,3),4,5,6,7),(8,9,10,11,12, 13, 14, 15) y
(16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23)

O sea, un segmento de un eslabon (el nimero 1 solo), un segmen-
to de dos eslabones (el [2, 3]), otro de cuatro eslabones (4, 5, 6
y 7) y dos segmentos de ocho eslabones. La/lo invito a que se fije
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que también puede pagarle a la duena del hotel haciendo alguna
combinacion de segmentos.

Yo escribo una aca abajo:

1=(1)
2=(2,3)
3=(1)+(273)
4=(4,5,6,7)

5=(4,5,6,7) + (1)
6=4,5,6,7) + (2 3)...

Creo que llega a advertir lo que hay que hacer. Se lo dejo para que
lo complete.

Sin embargo, atin falta algo... :Qué es? Convencerse de que con
tres cortes no se puede resolver el problema. Es decir, que se ne-
cesitan cuatro (como vimos mas arriba) para poder conseguir los
23 numeros distintos que le van a servir para pagar dia por dia la
habitacién hasta que le llegue el dinero.

Si uno hiciera s6lo tres cortes (no importa dénde), eso generaria
cuatro minicadenas o trozos de cadena. Fijese que con esos cuatro
segmentos se pueden formar 15 nimeros distintos,* y nada mas.
¢Por qué? Porque las combinaciones posibles con esos trozos son
“nada mas” que 15. Luego, no se puede llegar a los 23 que necesita
el estudiante.

36 Si uno hiciera tres cortes, la cadena quedaria dividida en cuatro trozos
cuyas longitudes voy a llamar a, b, ¢ y d. Luego, las cantidades que el
estudiante puede pagar son:

a,b,cd@+b),(@+c),(@+d),b+c),+d),(c+d),(@+b+c),
(@+b+d,@+c+d),b+c+d,@+b+c+d)

O sea, 15 numeros. Aunque todos fueran distintos, no alcanzarian para
cubrir los nUmeros del 1 al 23 que necesita el estudiante.
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MoraLEJA: Tres cortes no son suficientes. Si, en cambio,
cuatro.®”

Probabilidad con dados

Solucién 1

¢Qué seria en este caso usar la fuerza bruta? Puedo decir lo que
se me ocurre a mi, pero no estoy seguro de que todos los lectores
lo entiendan de la misma manera. Igualmente, lo que uno puede
hacer, en principio, es contar cuantos casos posibles hay. Es decir,
como Laura tira el dado primero y después lo hace Daniel, ¢cudles
son todos los resultados posibles?

11,12, 13, 14, 15, 16

donde el primer digito indica lo que sac6 Laura y el segundo, lo
que sac6 Daniel. Sigo:

21, 22, 23, 24, 25, 26
31, 32, 33, 34, 35, 36
41, 42, 43, 44, 45, 46
51, 52, 53, 54, 55, 56
61, 62, 63, 64, 65, 66

Por lo tanto, en total hay (cuéntelas) 36 posibilidades.
¢Qué podria hacer usted con este dato? En principio, uno po-

37 Carlos D’Andrea me envid esta solucion que, por lo elegante, merece
quedar registrada. Aca va: “Cortas un eslabon de longitud 1, otro de
longitud 2, otro de longitud 4 y un Ultimo eslabén de longitud 8. El trozo
que queda tiene longitud: 23 -1 -2 — 4 — 8 = 8. Usando los nimeros
1, 2, 4y 8 (sumando algunos de ellos) se pueden obtener todos los
numeros del 1 al 15. Usando la otra minicadena de 8 eslabones y
agregandola a los numeros 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 y 15, se obtienen
los nimeros 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 y 23",
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dria tratar de ver, de estas 36 posibilidades, cuales resuelven el pro-
blema. Es decir, de las 36 formas en las que pueden caer los dados,
en cuantas de ellas Daniel obtiene un mejor puntaje que Laura.
En este sentido, basta contar las parejas que tienen un segundo
namero mayor que el primero. En total son:

12,13, 14, 15, 16
23, 24, 25, 26
34, 35, 36

45, 46

56

Estos son los casos favorables, que suman 15. Y sabemos que el
total es 36.

MoRALEJA: Si UNO quiere calcular la probabilidad de que aparez-
ca uno de los casos favorables, 1o que hay que hacer es dividir
los casos favorables por los posibles (como se harfa en la
realidad al tirar un dado).®®

Luego, la probabilidad de que Daniel gane es
15/36 = 5/12 (que es aproximadamente 0,417)

iY ésa es la respuesta al problema! En realidad, debi haber aclara-
do que la de arriba es una forma de llegar a la solucion.

Ahora, una vez resuelto el problema, la/lo invito a que piense
otra solucién. Una, digamos, conceptualmente diferente. Le toca
a usted. Yo vuelvo después.

38 Probabilidad de que suceda un cierto evento = (cantidad de casos
favorables de que suceda)/(cantidad de todos los casos posibles). Por
ejemplo, al tirar un dado, la probabilidad de que salga un nimero par
es V2, porque la cantidad de casos “favorables” es 3 (si sale un 2, un 4
0 un B). Pero la cantidad total de casos “posibles” es 6 (1, 2,3, 4,5y
6). Luego, la probabilidad es 3/6 = 2.
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Solucién 2
Acompaneme con este razonamiento. Si le preguntara cual es la
probabilidad de que ambos sacaran el mismo nimero, ;qué me di-
ria? Concretamente, de los 36 casos originales que contamos mas
arriba, ¢cuales se ajustan a este casor

Veamos:

11, 22, 33, 44, 55, 66

Es decir, de los 36 casos posibles, estos 6 son los favorables (para
responder la pregunta). Por lo tanto, la probabilidad de que am-
bos saquen el mismo ntimero se calcula como:

6/36

0, lo que es lo mismo: 1/6.

En algiin sentido, esta forma de pensarlo divide los casos por la
mitad. :En qué sentido lo digo? Es que excluyendo estos 6 casos en
los que ambos sacaron el mismo dado, en los 30restantes, en la mitad
tiene que ganar Lauray en la otra mitad tiene que ganar Daniel. Si asi no
fuera, alguno de los dos tendria ventaja, y eso no es posible.

Luego, como la mitad de 30 es 15, esto significa que en 15 de los
36 casos gana Laura y en los otros 15 gana Daniel.

MoraLEJa: 15/36 = 5/12, por lo que encontramos una vez mas
lo que ya sabiamos.

Ahora podemos tratar de generalizar este resultado. Me explico.

Supongamos que, en lugar del dado de seis caras que tiraban
Laura y Daniel, tiene ante usted un dado con diez caras. Imagine,
ademas, que en lugar de tener un namero como en los dados con-
vencionales (del 1 al 6), los nimeros de cada cara de este nuevo
dado van del 0 al 9. O sea, cada lado corresponde a uno de los
nueve digitos: 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8y9.

Le propongo ahora reproducir el problema anterior.

© Siglo Veintiuno Editores




140 Matematica... jestas ahi? La vuelta al mundo...

Si Laura tirara primero este nuevo dado, y luego le tocara a Da-
niel, ¢cudl seria la probabilidad de que Daniel sacara un namero
mayor que Laura?

En este punto me parece que, a partir del ejemplo anterior
con el dado “clasico” de seis caras, usted esta en condiciones de
intuir qué hay que hacer para contestar esta nueva pregunta. La/
lo dejo sola/o.

Como antes, uno podria apelar a la fuerza bruta y contar los ca-
sos posibles, luego encontrar los favorables y finalmente dividir un
ndamero por otro, tal como hicimos en el ejemplo original. Pero
como el dado se modifico, las cuentas que hicimos antes ya no son
validas. Si uno mira la solucion 1, lo que deberia hacer es listar
todos los posibles casos.

Y la tabla quedaria asi:

00, 01, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 08, 09
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19
20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29
30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39
40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49
50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59
60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69
70,71,72,73,74,75,76, 77,78, 79
80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89
90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99

Una vez mas, estos 100 casos que figuran en la lista corresponden
a todos los posibles resultados que pueden darse al tirar dos veces
seguidas un dado de diez caras. De todos éstos, s6lo algunos sirven
para que Daniel sea ganador, o sea, para que obtenga un namero
mas grande que Laura. ;Cudles son?
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01, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 08, 09
12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19
23, 24, 25, 26, 27, 28, 29

34, 35, 36, 37, 38, 39

45, 46, 47, 48, 49

56, 57, 58, 59

67, 68, 69

78,79

89

Los resultados que figuran aca arriba son los 45 casos que dan
como ganador a Daniel (porque el segundo digito es mayor que el
primero). Luego, la probabilidad de que Daniel saque un namero
mayor que Laura es (dividiendo los casos favorables sobre los casos
posibles):

45/100 = 0,45

Y el problema quedo resuelto. Igual que antes, uno podria pregun-
tarse: ¢por qué no hacer la misma elaboracién que en el caso del
dado comun? Es decir, ¢por qué no contar en cuantos casos los dos
resultados son iguales? (Piense usted cuantos son.)

Sigo: son
00, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99 *)

o sea, 10 casos. Por lo tanto, de los 100 posibles hay 10 en los que el
numero de Laura es igual al de Daniel (*). Quedan 90 (donde los
nameros de uno y otro son distintos). Aca podemos pensar asi: de
los 90 casos, aquellos en los que Laura obtiene un niimero mayor
que Daniel tienen que ser la misma cantidad que aquellos en los
que Daniel obtiene un nimero mayor que Laura. Por lo tanto, la
mitad de los casos es 45 y, en consecuencia, la probabilidad que
uno busca es:
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45/100 = 0,45 (como ya sabiamos)

Luego, hemos resuelto el problema de dos formas diferentes.
Ahora quisiera avanzar atin un paso mas. La pregunta seria ésta:
¢cual es la probabilidad de que tengan un ntimero distinto al tirar
cada uno el dado de diez caras?
Para calcular esa probabilidad, lo que voy a hacer en primer
lugar es recurrir a la solucion ya conocida de que salgan dos nu-
meros iguales (*). Ese nimero es

1/10

Como vimos, esto sucede porque los casos en los que pueden sacar
el mismo namero son 10 (como figura en (¥)). Luego, la probabili-
dad de que tengan dos nameros iguales es de

10/100 (casos favorables/casos posibles)
osea: 1/10.

Ahora bien: al tirar dos veces seguidas el dado, todos los resultados
posibles son 100. O sea, la probabilidad de que salga algtn par de
nameros cualquiera, sin restricciones, es 1, porque en este punto
los casos favorables son todos los posibles. Luego, al dividirlos, se
obtiene el nimero 1.

Dicho con otras palabras: el 1 indica la probabilidad de que salga
algan par de nameros del total, por lo que la probabilidad de que
algo salga tiene que ser 1, ya que los casos favorables json todos! Y
por eso, al dividir los casos favorables sobre los posibles, como son
los mismos, el resultado va a ser j1!

Pero si ahora, como sé que 1/10 es la probabilidad de que sal-
gan dos nimeros iguales, resto

1-1/10=9/10
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lo que estoy calculando es (y lo invito a que lo piense también us-
ted) la probabilidad de que salgan dos niimeros distintos.

Y aca queria llegar. Hemos descubierto que la probabilidad de
que salgan dos numeros distintos es 9/10, y lo hicimos restando
del namero 1 el nimero 1/10, que correspondia a la probabilidad
de que salgan dos nimeros iguales. Y para terminar, si 9/10 es la
probabilidad de que salgan dos nimeros distintos, la probabilidad
de que el segundo sea mayor que el primero y la probabilidad de
que sea menor que el primero tienen que ser equivalentes. O sea,
hay que dividir por 2 el naimero 9/10.

(9/10)/2 = 9/20 = 0,45

O sea, hemos redescubierto que este nimero tiene que ser 0,45.

Este ejemplo, que parece muy sencillo (en realidad lo es), ayuda
a pensar algo interesante cuando uno quiere calcular la probabi-
lidad de que suceda un evento. Algunas veces es mas facil deducir
la probabilidad de que el evento no suceda, y luego restarla de 1. Y
eso fue lo que hicimos en este caso. En general, si la probabilidad
de que suceda un evento es p, entonces la probabilidad de que no
suceda ese evento es

1-p

Supongamos ahora que uno tuviera un dado con 50 caras (por
poner un ejemplo). Imaginemos que en cada cara hay un namero
entre 1y 50.

Entonces, si Laura tirara el dado una vez y Daniel inmediata-
mente después, ¢cudl seria la probabilidad de que Daniel sacara
un ndmero mas grande?

Como usted advierte, podriamos replicar lo que hicimos mas
arriba en cualquiera de las soluciones. El problema es que listar to-
dos los casos posibles es muy tedioso, puede llevar mucho tiempo
y nos expondriamos a cometer multiples errores al confeccionar
la tabla.
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En cambio, si uno repasa lo que hizo antes descubre que, en el
caso de un dado de 50 caras:

a) Los posibles resultados al tirar dos dados de estas carac-
teristicas son 50 - 50 = 2500.

b) Si uno quisiera calcular cudl es la probabilidad de que
salgan dos nameros iguales, lo que tiene que hacer es
dividir los casos favorables por los posibles. Los favora-
bles son (cuéntelos usted antes de que lo haga yo aca)
50. (¢Por qué?) Porque son

1,1-22-3,3-4,4-5,5-.... -48,48 - 49,49 - 50,50

Al dividir los casos favorables (50) por los posibles
(2500) obtenemos:

50/2500 = 1/50

c) Por lo tanto, la probabilidad de que no salgan dos nu-
meros iguales se calcula como:

1 -1/50 = 49/50 (**)

d) Luego, la probabilidad de que Daniel tenga un nimero
mayor que Laura tiene que ser la mitad de la probabili-
dad que calculamos en (¥*¥), o sea,

Y2 (49/50) = 49/100 = 0,49
Ahora (creo) esta en condiciones de resolver este problema en
forma general, sin importar cuantas caras tenga el potencial dado.

Mas: si tuviera un dado de n caras, la probabilidad de que Daniel
tenga un nimero mas grande que Laura se calcula asi:

© Siglo Veintiuno Editores




Soluciones 145

1/n = probabilidad de que tengan dos numeros iguales

(1 - 1/n) = probabilidad de que tengan dos nimeros
distintos

Y2 (1 - 1/n) = probabilidad de que Daniel tenga un niimero
mayor que Laura

Si usted quiere revisar esta formula, haga la cuenta reemplazando
el namero 7 por 6, 10 y 50. En ese caso:

a)cuandon =6, %2 (1 -1/n) = 5/12
b) cuando n =10, Y2 (1 - 1/n) = 9/20 = 0,45
c) cuando n =50, V2 (1 - 1/n) = 49/100 = 0,49

Problemas que atentan contra la intuicion

Aunque lo parezcan, los problemas no son iguales. Ambas mujeres
han tenido dos hijos. En ese sentido, entonces, no hay diferencias.
Sin embargo, lo que se sabe de cada una es distinto. De la senora
Rodriguez se sabe que uno de sus dos hijos es un varon. De la seno-
ra Gentile, que la primera fue una nena. Es decir, no es lo mismo
saber que el primero fue una nena que saber que uno de los dos
hijos es un varén. Voy a analizar cada caso por separado.

a) ¢Cual pudo haber sido la secuencia de hijos que tuvo la
senora Rodriguez?

varoén-varon, varén-nena, nena-varon, nena-nena

Todo lo que sabemos es que uno de los dos es un varéon. Luego,
descartamos el caso nena-nena. Quedan los otros tres:

varén-varon, varén-nena, nena-varon

¢Y ahora? Fijese que, de los tres casos que quedan, s6lo en el pri-
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mero el otro nino es un varon. O sea, de los tres casos, s6lo en uno
la respuesta es varon. Por lo tanto, la probabilidad de que el otro nivio
sea varon es 1/3.

Es muy importante que advierta que la probabilidad que busca-
mos no es Y3 porque de los tres casos posibles s6lo en uno el otro
nino resulta ser un varéon.

b) ¢Cual pudo haber sido la secuencia de hijos que tuvo la
senora Gentile? A diferencia de lo que pasaba en el caso
anterior, sabemos que las posibles secuencias pudieron
haber sido:

nena-nena, nena-varén

Es que ahora sabemos que la primera fue una nena. Es decir, hay
solamente dos casos posibles (y no tres como en la situacion ante-
rior). Por lo tanto, si uno quiere calcular en cuantos casos el otro
nino pudo haber sido una nena, deduce que hay solamente un caso
en el que eso sucede: nena-nena. Luego, la probabilidad es de uno
en dos, o sea Y.

Como se ve en estos dos ejemplos y preguntas, en un principio
surge la tentacion de contestar que ambos casos son iguales. Sin
embargo, esto no es cierto (y lo verdaderamente interesante es
que usted mismo se convenza). O sea, saber que el primer nino
fue una nena dice mucho con respecto a la pregunta formulada.
En cambio, saber que uno de los dos fue un varén (sin indicar el
orden en que nacid) implica que hay mas posibilidades para anali-
zar. De ahi la diferencia en el resultado.

En todo caso, el modelo que uno tiene en la cabeza no contempla
“el orden” de los hijos, sino solamente el sexo. En cambio, cuando
en el segundo problema aparece en consideracion “mayor-menor”
(por el orden en que fueron naciendo los hijos), uno se convence
de que en el primero la probabilidad es 1/g yno 1/2.
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Un sefior camina a 3 kildmetros por hora
alaiday a4 alavuelta

Quiero calcular cuantos kilometros recorri6 el senor. Supongamos
que A es la distancia entre la casa del senor que camina y la casa
del amigo. O sea, 2A es la distancia total que recorri6 el senor que
visita a su amigo.

Como caminé hasta la casa a 3 kilobmetros por hora (3 km/h),
eso significa que en una hora recorri6 3 kilometros.

3 kilébmetros 1 hora
A kilometros x horas (*)

Por otro lado, al caminar de regreso a su casa, lo hizo a una veloci-
dad de 4 km/h. Es decir:

4 kilémetros 1 hora
A kilémetros y horas (**)

De los planteos (*) y (¥¥), se deduce que:

x=A/3
Y también:
y =A/4.

Luego, que el senor haya caminado x horas de ida e y horas de
vuelta significa que recorrio

A/3 + A/4 = 21 (por lo que dice el planteo)
Luego, despejando...

A/3 + A/4 = (4A + 3A)/12 =21
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Por lo tanto,

(4A + 3A) = 12 - 21,

7A=12-21
A=(12-21)/7
A=12.3=36

Luego, como caminé A kilometros de ida, y lo mismo de vuelta, la
respuesta final es que el senor recorri6 72 kilometros en 21 horas.

Cortar la torta entre tres comensales

Voy a llamar A, By Ca los tres comensales. Le pido un favor: lea
con cuidado lo que sigue y no se conforme con entender lo que
dice. Piense si esta de acuerdo con lo que se afirma, y si lo siente o
percibe como una division justa.

Para empezar, uno de los tres corta la torta. Le damos esa respon-
sabilidad a A. Como A es quien la cort6, y se supone que lo hace con
el mayor cuidado posible tratando de ser justo en la division, uno
podria dejarlo para el final cuando haya que elegir. Es decir: una
vez que hayan elegido sus porciones By C, A se quedara con la ul-
tima. Y eso no deberia generarle ningtn conflicto, porque A debid
de tomar todas las precauciones como para que, en caso de que €l
fuera el ultimo en elegir, todos los trozos —que hizo de acuerdo con
su apreciacion-fueran iguales. Es importante senalar esto porque la
discusion pasara por saber qué hacen By Ccon la torta. La estrategia
sigue asi: dejamos que B mire primero la torta. Si €l supiera que va
a ser el primero en elegir, entonces no deberia preocuparle si la
division que hizo A fue justa o no. B elegiria primero y listo. Pero to-
davia no lo sabe. Entonces, como podria ser que B tuviera que elegir
segundo, uno le propone que siga estos dos pasos:

Primer paso: Si Bviera que hay dos porciones igual de grandes (y
mas grandes que la tercera porcion), de modo que si €l elige en
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segundo lugar no tendra que quedarse con una porcién mas chi-
ca, no deberia importarle dejarlo elegir primero a C. Entonces, en
este caso, el orden de la eleccion seria:

Primero elige C
Segundo elige B
Ultimo elige A

Segundo paso: Podria pasar que B no estuviera comodo eligiendo
en segundo lugar, porque podria pensar que Cva a quedarse con
la porciéon mas grande. Es decir, B advierte que hay una porciéon
mas grande que las otras dos y, por lo tanto, supone que, si €l tiene
que elegir segundo, C va a llevarse la mejor parte. En este caso,
uno le pide a Bque marque las dos porciones que €l considere mas
chicas y que le ceda la decisiéon de qué hacer a C.

Pero C—obviamente— no elige primero, sino que inspecciona la
torta, como hizo antes B. Si €l se siente comodo con la opcion de
elegir segundo (o sea, le parece que hay al menos dos porciones
igualmente grandes y por lo tanto no le importa que B elija antes),
el orden sera entonces el siguiente:

B elige primero
C elige segundo
A elige ultimo

Pero podria suceder que a Cle pasara lo mismo que a B (que tuvo
que marcar las dos porciones mas chicas). O sea, que C no quie-
ra elegir segundo. ¢Por qué podria ocurrir esto? Porque C podria
creer que hay una porciéon mas grande que las otras, y que si €l
elige segundo, B va a llevarsela. Entonces, igual que en el caso
anterior, uno le pide a C que marque las que cree que son las dos
porciones mas chicas.

Un breve resumen. Se lleg6 a esta situacion porque tanto B
como C no aceptaron elegir segundos, y eso desemboc6 en que
marcaran lo que para cada uno de ellos eran las dos porciones mas

© Siglo Veintiuno Editores




150 Matematica... ¢estas ahi? La vuelta al mundo...

chicas. Como cada uno marc6 dos de las tres porciones, debieron
coincidir en al menos una de ellas como la mas chica (piense usted
por qué sucede esto).

Ahora ya falta muy poco. Justamente esa porcion que los dos
coinciden en ver como la mas chica es la que separan y le dan a
A. Obviamente, A no puede decir nada porque fue quien corto la
torta originalmente.

Ahora quedan s6lo dos porciones. Y también quedan s6lo dos
comensales: By C. Entonces se juntan las dos porciones, como si
formaran una nueva torta, y proceden como en el caso de los dos
comensales que planteé al principio: B corta alli donde €l conside-
ra que es la mitad, y Celige primero. O al revés: Ccorta la torta en
dosy B elige primero.

Esto pone punto final a la distribuciéon. No importa como hayan
sido los cortes originales de A, la estrategia pone a los tres en igual-
dad de condiciones. Y de eso se trataba, de evitar un conflicto y de
ser justos en la reparticion.

Este modelo de la matematica es obviamente utilizable en cual-
quier situacion de la vida cotidiana que requiera una particion
equitativa en tres.

Preguntas finales: si en lugar de haber dos o tres comensales hu-
biera mas, ;como se haria? ;:Hay una estrategia también para esos
casos? La respuesta es que si, la hay, pero escapa al espacio que
tengo aqui para desarrollarla...

Velocidad promedio

Pensemos juntos este caso particular. Supongamos que el camino
que tiene que recorrer esta persona es de 24 kilometros (s6lo por
poner un ejemplo). ¢Quiere pensar cuanto tiempo tardara en re-
correrlo con las velocidades que indica el problema?

Si a la ida va a una velocidad de 6 km/h, como tiene que re-
correr 24 kilometros, tardara 4 horas. Pero al volver camina a 4
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km/h. Como tiene que recorrer otros 24 kilometros, tardara 6 ho-
ras. En total, tarda 10 horas (4 alaiday 6 a la vuelta) para recorrer
los 48 kilometros (24 en cada trecho).

Luego, si esta persona tarda 10 horas en recorrer 48 kilébmetros,
su velocidad promedio es de... ;4,8 km/h! En consecuencia, haber
discutido este ejemplo muestra que, al menos en este caso, la velo-
cidad promedio no es de 5 km/h, sino de 4,8.

Ahora, otra pregunta: ¢la respuesta dependera de la longitud del
camino? Si en lugar de haber recorrido 24 kilometros esta persona
hubiera recorrido 48 kilometros (como se dara cuenta, elijo a pro-
posito nlimeros que sirvan para hacer mas sencillas las cuentas),
entonces:

1) Para hacer los primeros 48 kilometros tardara (a 6
km/h)... 8 horas.

2) Para hacer de vuelta los mismos 48 kilometros, pero
ahora a 4 km/h..., tardara 12 horas.

En total, para hacer los 96 kilometros (48 de ida y 48 de vuelta)
tardara 20 horas.
En consecuencia, su velocidad promedio es

96/20 = 4,8 km/h

O sea, la velocidad promedio vuelve a ser la misma que en el ejem-
plo anterior. Si bien hay muy pocos datos ain, uno tiene derecho
a sospechar que esta velocidad no depende de los kilometros reco-
rridos. Veamos mejor esta suposicion.

Imaginemos que el camino a recorrer es de x kilometros. Luego,
el senor tiene que recorrer x kilometros a la ida y x kilometros a la
vuelta. En total, 2x kilometros. :Cémo hacer para calcular el tiem-
po que tarda a la ida? Si tiene que recorrer x kilometros a 6 km/h,
lo que hay que hacer entonces para calcular el tiempo es:
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x/6 (*

Por otro lado, para recorrer los x kilometros otra vez, pero ahora a la
vuelta, como su velocidad es de 4 km/h, el tiempo que tardara es:

x/4 (**)

Luego, si uno quiere calcular el tiempo total entre ida y vuelta tiene
que sumar (¥*) y (**). En consecuencia, el tiempo que tardo es

x/6 + x/4 = x(1/6 + 1/4) = (5/12)x ()

Por lo tanto, esta persona tarda (5/12)x horas en recorrer 2x ki-
lometros (recuerde que son x kilometros de ida a los que hay que
agregarle x kilometros de vuelta). Luego, la forma de calcular la
velocidad promedio (asi como hicimos en los dos ejemplos inicia-
les) es:

2—x %%k k!
(5/12)x ()
Esta formula resulta de dividir 2x kilometros por (5/12) x horas.

Luego, el resultado obtenido en (**%%) es igual a:

24/5=4,8

MoraLEsa: Como se ve en la ecuacion (***), el nimero x (que in-
dica los kildmetros a recorrer) aparece en el numerador y deno-
minador, por lo que terminan cancelados, y eso independiza el
resultado de la longitud del recorrido. Por lo tanto, la velocidad
promedio es de 4,8 km/h, sea cual fuere el valor de x.

Este problema —que atenta contra la intuicién que nos lleva a
pensar que la velocidad promedio deberia ser 5 km/h— puede
explicarse de diversas maneras. Veamos primero un ejemplo.
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Supongamos que un auto recorre una cierta distancia a 100 km/h.
Luego reduce su velocidad a la mitad, y avanza a 50 km/h. Si el
auto recorre primero una hora a 100 km/h y luego la siguiente a
50 km/h, ¢cual fue su velocidad promedio en esas dos horas?

En este caso, como recorri6 100 kildmetros en la primera horay
50 en la segunda, en dos horas recorri6é 150 kilometros. Luego, su
velocidad promedio en esas dos horas si resulta ser el promedio de
las velocidades, o sea:

150 km/2 h = 75 km/h

En este caso si sucede lo que uno sospecha. Es decir, en el pro-
blema que figura mas arriba lo que es constante es la distancia x,
mientras que aca lo que se mantiene constante es el tiempo (una
hora en cada caso).

En forma mas general, si el auto avanza a A km/h en la primera
hora, y luego a Bkm/h en la segunda, entonces, después de dos
horas recorrio

(A + B) km
Luego, su velocidad promedio es
(A + B)/2 km/h
Ahora si funciona lo que uno creia en el problema original.
Una vez que haya leido toda esta sopa de letras, no se deje ami-
lanar. Revise los dos problemas por separado y trate de pensary de

encontrar las diferencias entre uno y otro, ya que eso es lo que le
dara sentido al tiempo que le dedicé.
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¢Hasta donde usamos los datos?

Analicemos juntos la situacion. A tiene el 15; B, no sabemos. Los
nimeros que ambos escucharon son 17y 25. Cuando le pregunto
primero a A, dice que no sabe (porque B podria tener el 2 o el 10).
Le pregunto ahora a B, y también dice que no sabe.

Pero ahora algo cambié: A sabe que B no pudo contestar. Y ése
es un dato que no tenia cuando le preguntaron la primera vez.
¢Como dar sentido a este dato nuevo?

Fijese ahora que usar esa informaciéon (que parece menor, por-
que lo Ginico que cambid es que €l escuch6 decir a B que no sabia)
le permitira a A concluir que B tiene el 10. ;:Cémo hace?

A piensa: si B hubiera tenido el 2, ante mi falta de respuesta
deberia haber advertido que tengo el 15 y no el 23. Porque si yo
hubiera tenido el 23, desde el principio habria sabido que B tenia
el 2, ya que él no puede tener un niimero negativo (el -8 en este
caso). Como Bno hizo ese razonamiento —de hecho no pudo con-
cluir mi nimero—, no debe tener el 2 sino el 10.

Por supuesto, éste es s6lo un ejemplo. La/lo invito a pensar ca-
sos en los que no sea posible encontrar la soluciéon (que los hay),
aunque hay otros, como el que acabamos de ver, que parecen im-
posibles de deducir y finalmente se resuelven.

Ysolo de eso se trata: de disfrutar pensando... aun lo que parece
inabordable.

Dos hermanos y una carrera de 100 metros

Solucion 1

Antes de escribir la soluciéon quiero proponerle algo mas: como
expliqué en el planteo, mientras B sigue corriendo 100 metros, A
pasa a correr 105. Pero lo invito a pensar lo siguiente: cuando A
haya recorrido 100 metros, sen qué lugar estara ubicado B?
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Como seguramente advertira, cuando A corri6é 100 metros, Bllego
a 95. Pero como A sali6 b metros atras, entonces, jambos estan
igualados al llegar alli!

Yjustamente eso es lo que va a terminar de contestar la pregunta
inicial: ¢quién gana ahora? (Le propongo que piense un ratito.)

Sigo yo. A sigue ganando la carrera, porque, luego de los 95 me-
tros, jtodavia faltan 5 metros mas por correr! Ysi bien 5 metros son
pocos, todavia alcanza para que A le gane a B otra vez.

MoraLEJa: Los 5 metros que A le dio de ventaja a B con la idea
de igualar las posibilidades no alcanzan. A volvera a ganar la
carrera. No lo hara con tanta ventaja como antes (5 metros),
pero ganara otra vez.

Solucién 2%

Lo interesante de este problema es que ahora sabemos que 5 metros
de ventaja no fueron suficientes. ;Cuantos haran falta, entonces?
Estos son los datos que tenemos:

e (Cuando B corre 95 metros, A corre 100 metros.
e (Cuando B corre 100 metros, A corre x metros

¢Como calcular x? Una manera posible es usar una sencilla regla
de tres (o de “proporcionalidad”):

39 Manu Gindbili fue quien me sugirid esta variante del problema.
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95 100
100 X

Luego,
x = (100 x 100)/95 = 105,263 (aprox.)

Como se ve en este calculo, cuando B corre 100 metros (o sea,
exactamente los 5 metros que le hacian falta para llegar a la meta),
A ya corri6 105,263 metros. Esto contesta la nueva pregunta: A
tendria que darle a B una ventaja de 5,263 metros (aproximada-
mente) para que llegaran juntos a la meta.

O, si usted quiere, se puede calcular al revés: ;cuantos metros
lleg6 a recorrer B cuando A lleg6 a la meta (de los 100 metros)?
En ese caso, usando también la misma regla de tres, tendriamos lo
siguiente:

100 95
105 X

(Y pongo 105 porque ésos son los metros que recorre A, ya que le
dio 5 metros de ventaja a B.) En ese caso,

x = (105 - 95)/100 = 99,75

Luego, advierta que cuando A llega a la meta B todavia no ha al-
canzado los 100 metros. Ha recorrido 99,75 metros.

Un apéndice sobre la carrera de 100 metros

Una pregunta mas: si en el preciso momento en que A llega a la
meta, o sea, luego de cubrir los 100 metros, B esta apenas en los
50 metros, scuanto mas rapido, segin usted, iba A respecto de B?
(Piénselo antes de seguir leyendo.)
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La respuesta es que A iba al doble de la velocidad de B. Si bien es
algo sencillo de contestar, yo preguntaria otra vez: ;como lo sabe?
Y uno deberia responder: porque 100/50 = 2. Es decir, para deter-
minar cuanto mas rapido va uno respecto del otro hay que dividir
las velocidades de cada uno, o bien las distancias que recorrieron
en el mismo tiempo (en este caso 100/50). Ese cociente es el que
establece quién se desplaza a mayor velocidad.

Por otro lado, uno podria hacer al revés: dividir la cantidad de
metros que recorrié B por la cantidad de metros que recorrio A, y
en ese caso obtendria:

50/100 = V2

por lo que la conclusion seria que B corre a la mitad de la veloci-
dad de A.

Ahora bien, en el caso de la carrera original, considerando que
cuando A recorrié 100 metros B habia recorrido 95, el cociente de
ambos numeros (100/95 = 1,052163...) indica que A iba 1,052163...
veces mas rapido que B.

Esto significa que, para calcular qué ventaja le tiene que dar A a
B para que lleguen empatados, hay que establecer cuantos metros
recorre A cuando Balcanza los 100 metros. Y entonces, como

A/B = 1,0526315..., cuando B = 100,
se tiene:

A/100 = 1,0526315...
Por lo tanto,

A =100 - (1,0526315...) = 105,26315

O sea, A recorri6 5,26315 metros mas que B, [y ésa es la venlaja que
le tiene que dar para que terminen empatados!
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Hay algo mas: quisiera invitarla/o a un recorrido imaginario y le pido
que se tome el tiempo para pensar (y disfrutar) de lo que sigue.

Como habra advertido en el problema original, para llegar em-
patados a la meta no es suficiente que A le conceda a B 5 metros
de ventaja. A tiene que darle mds ventaja, 5 metros no alcanzan.
Tampoco 5,1 metros (ya que, como vimos mas arriba, A le saca una
ventaja de 5,2631... metros). Ni siquiera una ventaja de 5,2 metros,
ni de 5,21 metros, ni de 5,216 metros... Es decir, A sigue ganando
la carrera aun concediendo esas ventajas.

Lo interesante es que en un punto eso cambia. Justamente, si
A le da de ventaja 5,2631... metros. Pero, si le diera mas, pasaria
lo contrario: en ese caso A perderia la carrera. O sea, A puede dar
ventajas tan grandes como quiera, siempre y cuando sean menores que
5,2631... metros. Este es un punto de quiebre, a partir del cual, si
da mas ventaja, pierde.

Sucederia lo mismo si uno empezara al revés y se propusiera pen-
sar, por ejemplo, qué pasaria si A le diera 10 metros de ventaja.
Entonces, como vimos, perderia la carrera. También la perderia si
la ventaja fuera de 9 metros, u 8, y asi siguiendo: A perderia siempre
la carrera si otorgara mas ventaja que 5,2631... metros.

O sea, uno podria haber encontrado ese punto aproximandose
por defecto o por exceso, dando menos o mas ventaja. Uno podria
empezar dando 5 metros de ventaja, y por otro lado, dando 10. En
el primer caso, A ganaria igual. En el segundo caso, perderia. Sa-
biendo eso, podemos hacer aproximaciones cada vez mejores, por
arriba'y por abajo. Al final de ese proceso, terminaria encontrando el
punto de quiebre. O sea, el punto en el que empatan.

Este método es muy utilizado en matematica para aproximar un
punto que uno no conoce. Puede que no lo encontremos con exac-
titud, pero sabremos entonces que lo encerramos entre dos nime-
ros, y eso es mas que suficiente en ciertos casos. Dependera de la
precision con la que uno quiera encontrar ese punto.
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Dos millones de puntos

En lugar (y antes) de que yo escriba una solucion, le propongo
que piense lo siguiente: el hecho de haber elegido 2 millones de
puntos es algo arbitrario. Podrian haber sido 20 puntos o 20 mi-
llones. No importa, ya que no depende de eso que el problema
sea cierto o falso. Podriamos haber empezado con cualquier niimero
par de puntos. Entonces, le propongo que en principio analicemos
casos particulares con muchos menos puntos: digamos 2, 4, 8, 10,
40... Elija usted un ntimero cualquiera y fijese qué sucede. Eso si:
tiene que ser un ntiimero par de puntos, para que sea posible dejar
una mitad de cada lado de la recta.

Ademas, como el problema parece falso, uno tiene la tentacion
de decir: “Yo voy a dibujar ahora 50 o 100 puntos dentro de un
circulo para demostrar que no hay manera de dibujar una recta
que deje 25 de un lado y 25 del otro”. Estoy tratando de decirle
que haga de cuenta que va a poner a pruebalo que se afirma encon-
trando una distribucién de puntos que revele que el problema es
falso. Inténtelo y fijese qué sucede. Eso lo ayudara a comprender
por qué el problema es cierto.

Dicho esto, voy a pensar con usted la solucion. Voy a empezar
con un caso un poco mas sencillo, para que nos convenzamos de
que se puede hacer.

Tomemos primero 6 puntos. Distribuyamoslos de cualquier for-
ma (vea la figura 1).

Figura 1
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Como se ve en la figura 2, yo dibujé dos rectas que separan tres
puntos de cada lado.

Figura 2

Algo importante: no hace falta que me siga a mi. Haga sus propias
construcciones y disfrute de buscar una recta que separe tres puntos de cada
lado. Estoy seguro de que siempre podrd hacerlo, independientemente de
la distribucion de los puntos.

Ahora, en lugar de 6 puntos, marque 10 o 20. Estoy seguro de
que siempre va a encontrar una recta que separe los puntos en
mitades (vea la figura 3 para el caso de los 10 puntos).

Figura 3

Pero todo esto no es suficiente. Es decir: el hecho de que usted (y yo)
podamos resolver el caso de 6 o 10 puntos (o de 20) suscita estas
preguntas:

¢ ¢Quién dijo que siempre se puede para 6, 10 o 20 pun-
tos? En todo caso, lo tinico que vimos hasta aca es que,
al menos en los casos que hemos analizado (descuento
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que usted pudo hacerlo siempre también), el resultado
es cierto. Pero ¢y si viene otra persona y encuentra otra
distribucion de los puntos? ;Como sabemos que siempre
se va a poder?

¢ (Como se resuelve un problema de estas caracteristicas,
en el que hay que probar que algo sucede cualquiera sea
la distribucion de los puntos? :Qué hacer?

Seguro que usted tiene otras dudas. Y esta muy bien. Me gustaria
mostrar una manera interesante de encontrarle una solucién al
problema.

Haga un dibujo siguiendo estas indicaciones: elija un circulo y
distribuya una cantidad de puntos cualesquiera. Eso si: es preferi-
ble que sean pocos para ganar claridad.

Digamos que eligié 6 puntos. Trace ahora todas las posibles rectas
que determinan esos puntos. Como usted sabe, cualquier par de pun-
tos define una recta. Es decir, hay una sola recta que pasa por cada
par de puntos (vea la figura 4). Como se advierte, hay 15 rectas que
unen los 6 puntos de a pares.*

Figura 4

40 Podria haber menos rectas si hubiera varios puntos alineados sobre
la misma recta, pero a los efectos de lo que nos interesa demostrar
esto no importa, porque el maximo de rectas que se pueden trazar
son 15.
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Ahora, elija un punto P afuera del circulo pero que no esté sobre la
prolongacion de ninguna de las rectas que trazo recién (vea la figura b).
Como puede ver en la figura, dibujé una recta (la llamo L) que no
corta el circulo.

Figura 5

Estoy seguro de que puede hacer lo mismo con la figura que
eligi6é. Por un momento, imagine que esa recta L empieza a mo-
verse en la direccion del circulo (vea la figura 6) como si fuera la
aguja de un reloj, desplazandose lentamente hacia la derecha. Al
principio no toca el circulo, pero, si uno sigue rotandola, llegara un
momento en que va a tocarlo en 1 solo punto (cuando sea tangente
al circulo).

Figura 6

Si sigo avanzando, la recta L ahora cortara el circulo en 2 puntos...
y esto va a seguir siendo asi, hasta que pase completamente por encima
del circulo y llegue hasta el otro ladoy 1o toque otra vez en 1 solo punto
(nueva tangente) y luego... ya no lo corta mas.
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Todo esto se entiende bien, ¢no?... (Si la respuesta es “no”, no
avance hasta haberse convencido de que me pudo seguir.) Ahora
bien, aunque todo esto se entienda sin ningun problema, ipara qué
sirve? Yalo va a ver. La/lo invito a que piense lo siguiente: al hacer
rotar a L por encima del circulo, ¢puede ser que toque, al mismo
tiempo, 2 de los puntos que estan adentro? (Reflexione antes de
seguir leyendo.)

La respuesta es que esto no puede pasar porque, si no, el punto
P que originalmente elegimos estaria sobre una de las rectas que
unen puntos adentro del circulo. Y esto no puede ocurrir, porque
elegimos P precisamente con la idea de que eso no sucediera.

Por lo tanto, cuando L empieza a rotar y entra en el circulo, jva
tocando 1 punto por vez! (No puede tocar 2.) Asi, al ir barriendo el
circulo hacia la derecha, llegara un momento en que L va a dejar
3 de los puntos del circulo a la izquierda y los otros 3 a la derecha
(de L). Dicho con otras palabras, al hacer que la recta L recorra
el circulo de izquierda a derecha, llega a una posicion en la que
deja la mitad de los puntos que estan adentro del circulo a la izquierda, vy
la otra mitad, a la derecha. Y este hecho es algo realmente precioso
y quizas inesperado.

Ahora se me ocurre preguntarle a usted (si, a usted): simporta-
ba que adentro del circulo hubiera sélo 6 puntos? Como adivinara,
la respuesta es jno!, ya que se podria haber hecho lo mismo con
100, con 1000... o con 2 millones de puntos. Con la misma idea,
uno podria fabricarse una recta L que dejara I millon de puntos a la
wzquierda y 1 millon de puntos a la derecha.

MoraLEJA: Si bien uno pensaba que lo que afirmaba el problema
podia ser falso (y tenia la tentacion de hacer una distribucion de
puntos que sirviera para comprobarlo) o bien que, de ser cierto,
no habria manera de comprobarlo para cualquier distribucion
de puntos dentro de un circulo, la idea de elegir un punto
afuera, que no estuviera arriba de ninguna de las rectas (que se
obtienen al unir todos los posibles pares de puntos del circulo),
termina por resolver el problema.
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Bonito, ¢no? El mérito es de Charles W. Trigg. Y de usted, que lo
pens6 conmigo hasta aca.!!

Encuestas y secretarias

a) 300 encuestados, 3 candidatos

Ya sabemos que hay 70 que no acertaron en ninguno de los tres
casos y 30 que s6lo acertaron en uno de los tres. ;Seria posible que
alguien acertara exactamente dos de los tres candidatos?

Antes de seguir leyendo, la/lo invito a pensar como contestaria
esta pregunta.

Es que si uno de los encuestados acertara exactamente dos de
los candidatos, ¢qué pasaria con la tercera foto y el tercer nombre?
Como sin duda advierte, deberian corresponder a la misma perso-
na, porque los restantes dos nombres y dos fotos ya fueron asigna-
dos correctamente. Luego, la moraleja es que no hay manera de
que alguien acierte exactamente dos de los nombres sin acertar el
tercero también.

Por lo tanto, las 200 personas pudieron asignar correctamente
cada foto a cada nombre.

41 Carlos D’Andrea me sugiri6 algo todavia menos intuitivo: el argumento
que propuse prueba que en realidad hay infinitas rectas que dejan la
mitad de los puntos de un lado y del otro. Algo que no nos habiamos
planteado de entrada pero que es muy interesante.

Y Juan Sabia me sugiri6 otra solucion: “Elegis una direccion no paralela
a ninguna de las rectas que determinan los puntos y vas barriendo el
circulo con rectas en esa direccion. Cada vez que pasas un punto, 1o
pasas a ese solo. Y listo. Todo lo que hay que hacer ahora es barrer
hasta dejar un millén de un lado y otro millén, del otro”.

Una ultima observacion: el hecho de que los puntos estén dentro de un
circulo de 10 centimetros de diametro es irrelevante. No hace falta

que estén dentro de ninguna figura ni que ésta tenga un didametro en
particular.
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UNA MORALEJA MAS: ahora que sabe la solucion, el problema
parece sencillo, ¢no? Sin embargo, quiza le haya pasado lo
mismo que a mi, que, cuando Pablo me lo contd, tardé un
rato en advertir lo que sucedia. Es mas, me parecié que no era
posible deducir el resultado con los datos disponibles.

Esta es una manera de interpretar esas situaciones en las

que estamos ante un problema que parece no tener solucion.
Cuando uno la descubre, finalmente, no puede entender cémo
no se le ocurrié antes.

b) La secretaria, las diez cartas y el ayudante

Si nueve de los diez textos estan en el sobre que les corresponde,
el décimo también, ya que no queda otra alternativa. Por lo tanto,
la probabilidad de que suceda lo que pido es... jcero! El caso por el
que yo pregunto no podria darse nunca.

Antes de enunciar estos dos problemas dije que estaban relaciona-
dos. En efecto, después de haberlos pensado, uno descubre lo que
tienen en comun:

a) En el primer caso no puede haber un encuestado que
acierte exactamente dos de los nombres sin haber acerta-
do el tercero también.

b) En el segundo problema, el empleado no pudo haber
ensobrado bien exactamente nueve de las cartas sin
haber hecho lo mismo con la restante.

Como seguramente advertira ahora, se trata del mismo problema,
la misma logica, planteado de dos formas diferentes.
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¢Podré adivinar el animal que usted esta pensando?

iEl elefante!*? Si. Usted tuvo que haber pensado en un elefante. Si
es asi, trate de deducir por qué y como lo supe.

Si realmente no pensé en un elefante, es porque hizo mal al-
guna cuenta o porque se le ocurri6 algin otro animal (que yo no
conozco) cuyo nombre empieza con la letra e. En cualquier caso,
trate de pensar por qué del proceso anterior resulta siemprela letra
e. O bien, por qué el nimero 5 es siempre el resultado final.

Me explico: al principio, le pedi que eligiera un ntimero cual-
quiera entre 1y 9. Después, que lo multiplicara por 9. Fijese con-
migo cuales son los posibles resultados de estos pasos.

Si eligio el 1, al multiplicarlo por 9 obtuvo 9.
Si eligi¢ el 2, al multiplicarlo por 9 obtuvo 18.
Si eligi¢ el 3, al multiplicarlo por 9 obtuvo 27.

Y asi siguiendo... hasta llegar al que eligié 9 y al multiplicar ob-
tuvo 81.

Los posibles resultados, entonces, son: 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63,
72, 81. Pero si ahora suma los digitos de cada uno de estos nume-
ros (no deje de hacerlo) advertira que el resultado siempre es 9.

9 =9 (I6gico)
1+8=9
2+7=9
3+6=9
4+5=9
8+1=9

42 Juan Sabia observd que uno podria haber encontrado otros animales:
escorpion, escarabajo, erizo, emu, etc. Y tiene razén. jPor eso espero
que usted haya elegido “elefante”!
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Como después le pedi que le restara 4, el resultado tuvo que ser 5,
inexorablemente. Y el namero 5 tiene asociada la letra e.

Para terminar, le pedi que pensara en un animal que empezara
con esa letra, ¢y cuantos animales conoce, ademas del elefante, que
empiecen con ¢ Asi fue como pude deducir lo que habia pensado.
¢No es un muy lindo problema?

Un problema de aritmética

Como no conocemos el nimero que se busca, escribamoslo (por
ahora) asi:

abcde
¢Como hacer para traducir en forma de igualdades o ecuaciones las
restricciones que figuran en el planteo?
La namero 1 se puede reescribir asi:
a=b+1 (*)
La ntmero 2:

e=za-4

Pero como ya sabemos por la ecuaciéon anterior que a = b+ 1, re-
emplazamos el valor de a por (b + 1) y obtenemos:

e=za-4=(b+1)-4=b-3
O sea,
e=b-3 (**)

Por otro lado, la nimero 3 dice:
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d=e+1

Luego, si usamos la ecuaciéon anterior (**), obtenemos:
d=e+1=(b-3)+1=b-2

O sea,
d=b-2 (***)

La Gltima igualdad, la nimero 4, se puede reescribir retomando lo
que sabemos a partir de (*), (*¥) y (¥%%).

a+b+c+d=35

Luego,
a+b+c+d=(b+1)+b+c+(b-2)+(b-3)=
=@4b-4)+c=35

Luego,
4b + ¢ =39

De esta Gltima igualdad se puede despejar ¢y se obtiene:
c=39-4b (***)

Ahora lo invito a analizar un poco la Gltima igualdad.

Como todos los digitos involucrados son nimeros que van del 0
al 9, ¢ccomo hacer para que la igualdad (¥#%%) tenga sentido?

¢Por qué pregunto esto?

Si, por ejemplo, supusiéramos que b= 1, entonces la ecuacion
(k) se traduciria en:
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c=39-4b=39-4-1=35

y esto seria claramente una contradiccion. El nimero ¢ no puede
ser 35. Tiene que ser un nuimero entre 0 y 9. Revisemos juntos la
ecuacion (*##%¥) para ver si hay algtin posible valor que le podamos
dar a b, de manera que esa igualdad tenga sentido. En principio,
tenemos que descartar b=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6y 7. Es que si b tomara
alguno de esos valores, ¢se transformaria en

¢ =39, 35, 31, 27, 23, 19, 15, 11
Luego, los #nicos valores posibles que puede tomar b son:
b=8,0b=9
¢Por qué? (Piénselo un ratito antes de seguir leyendo.)
Es que si b= 8,
c=39-4-8=39-32=7
Ysi b=9, entonces
c=39-4-9=39-36=3
O sea, hemos descubierto que b puede tomar unicamente dos valo-
res: 8 0 9. Por otro lado, mirando (¥), si =9, eso querria decir que
a=10... ;Y eso no puede ser!
Luego, si todo el analisis que hicimos es correcto, uno concluye
que

b=8

Una vez que llegamos a esta conclusion, lo que sigue debe ser mu-
cho mas facil. Veamos.
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Si b = 8, entonces de (*) se deduce que a = 9. Por otro lado,
como sabemos que ¢= 39 — 4 x b, entonces:

c=39-4-8=7

Por ultimo, usamos (**) y (***), ahora que sabemos el valor de
b(8).
Por un lado, (**) dice que
e=b-3=8-3=5
O sea,
e=5
Por otro lado, (*¥*) dice que
d=b-2=8-2=6
Es decir,
d=6
Ahora, juntando todo lo que hemos averiguado, estamos en con-
diciones de reconocer el nimero que buscabamos (abcde), y este

namero es

abcde = 98765
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¢Cuanto vale cada camisa y cada pantalén?

Voy a llamar ca cada camisa y p a cada pantalon. Entonces, lo que
dice el problema es:

1) 3c+5p =200
2) 2c+3p =130

¢Qué hacer ahora? El objetivo (como dice el enunciado del pro-
blema) es tratar de encontrar el valor de cada prenda. Si, claro,
pero ¢como?

Si uno duplicara las cantidades de la primera igualdad (1), o
sea, si en lugar de 3 ¢y de 5 p, comprara 6 ¢y 10 p, tendria que
pagar el doble... ;Me sigue hasta aca? O sea, si uno multiplica por
2 lo que figura en la primera igualdad obtiene:

6 c+ 10 p =400 *)

Por otro lado, si uno triplica las cantidades que compra en la igual-
dad (2), también sucede lo mismo. Es decir,

6c+9p=390 **)

Ahora, mire las dos igualdades que quedaron (*) y (*%).

Esto dice que uno —por un lado— compré 6 ¢y 10 py pagé $ 400.
Por otro lado, compré también 6 cpero 9 py pagd $ 390. Entonces,
la diferencia en mercaderia entre un caso y otro jes solo 1 pantalon!
Y la diferencia en precio es de $ 10. La conclusién, entonces, es
que cada pantalén cuesta § 10.

¢Como hacer ahora para calcular el precio de cada camisa? Si uno

sabe (por (*)) que 6 ¢+ 10 p = 400, y cada pantalén cuesta $ 10,

entonces
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6c+10- 10 = 400
6c+100 =400
6¢ = (400 - 100)
6c =300

Luego, si 6 camisas cuestan $ 300, cada camisa costara $ 50. Y
listo. De esta forma se resolvi6 el problema. Puesto en términos de
las igualdades que figuran mas arriba, podriamos escribirlo asi:

3c+5p=200
2c+3p=130

Mi estrategia fue multiplicar el naimero de prendas que figuran en
cada igualdad, de manera de tener la misma cantidad de camisas
en el primero y en el segundo caso. Ylisto. Al haber la misma can-
tidad de camisas tanto en la primera compra como en la segunda,
puedo saber cuanto pagué por cada pantalon.

MoraLeJa: El andlisis de este problema es lo que se conoce con
el nombre de “resolucion de un sistema lineal de dos ecuacio-
nes con dos incognitas”. Asi dicho, parece que hemos resuelto
algo verdaderamente muy importante... quiza porque en algu-
na medida lo es. Sin embargo, como se dara cuenta, no hay
nada raro escondido que usted no hubiera podido solucionar
sin ayuda.

Yo tengo el doble de la edad que tu tenias cuando...

Uno de los atractivos de este problema es que entender el enun-
ciado es en si mismo un desafio. Por eso le propuse que se tomara
un tiempo para descubrir qué es lo que se pide y destrabar lo que
justamente parece un trabalenguas.

Yse trata, en todo caso, de ser capaz de plantear adecuadamente
las ecuaciones para poder resolverlo. En realidad, preferiria no
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tener que usar la palabra ecuacion, porque suena intimidatorio. Es
que en la vida cotidiana no estamos acostumbrados a hablar de
ecuacionesy, entonces, una cosa que es tan sencilla parece entranar
una dificultad imposible de resolver.

Pero, de hecho, cuando va a un supermercado, llega al cajero
con la mercaderiay éste, luego de hacer la suma de los productos,
le dice “son 47 pesos”, y usted saca un billete de 100 pesos y le paga,
el cajero y usted estan coparticipando en la solucién de una ecua-
ci6on de primer grado, aunque no lo sepan (y lo bien que hacen,
porque no hace falta tanto nombre para ir a un supermercado).

Si me sigue un minuto mas, acordara conmigo en que el cajero
estd interesado en darle su vuelto y usted mucho mas que él en
recibirlo. Pero para eso, si al vuelto que él tiene que darle le asig-
naramos la letra x, entonces, el vuelto x mas los 47 pesos (que es lo
que usted tiene que pagar) deberian ser iguales a los 100 pesos que
entrego. Es decir,

X +47 =100

Se trata entonces de descubrir el vuelto o, 1o que es lo mismo, de
despejar la letra x. Se usa el término despejar porque lo que uno
quiere hacer es aislar la x para poder calcular su valor. Por eso, si
uno pasa de término el nimero 47 (estaba sumando a la izquierda
y, por lo tanto, aparece ahora restando a la derecha), se tiene lo
siguiente:

x =100 -47 =53

Luego, tanto el cajero como usted respiran tranquilos. El vuelto
es de 53 pesos. En el medio de la transaccion, alguien tuvo que re-
solver una ecuacion de primer grado. Pero poco importé. En todo
caso, lo que quise mostrar con este ejemplo es que uno resuelve
ecuaciones en la vida cotidiana y lo hace sin darse cuenta.

Ahorasi, después de esta digresion, vuelvo al problema original.
El planteo dice:
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Yo tengo el doble de la edad que tu tenias cuando yo tenia la
edad que tu tienes hoy.

Pongamosles nombres a todos los datos que no conocemos. Voy a
llamar x a mi edad actual e y a tu edad actual. Si ahora quiero calcular
la diferencia entre las dos edades, ¢;qué tengo que hacer?

Por ejemplo: ¢como calcularia la diferencia de edad que hay
entre usted y su hermana? ¢:O su padre? {Lo que haria seria restar
las edades! {El de mayor edad menos el de menor! Bueno, en este
caso hay que hacer lo mismo. La diferencia de edades, o sea x —y,
es justamente la cantidad de anos que uno le lleva al otro.

Ahora bien, preste atencion a este hecho. Si bien x e y varian a
medida que pasa el tiempo (la edad de cada uno se modifica con
el paso del tiempo), hay algo que permanece constante. (Quiere
pensar qué es?

Sigo yo: lo que permanece constante es la edad que uno le lleva al
otro. O sea, jla diferencia entre los dos es invariable!
En este caso, la diferencia de edades es

xX-y

Ahora —creo—ya tenemos todos los elementos para abordar el pro-
blema. Veamos si es cierto.

El problema dice en un momento: “... la edad que ta tenias
cuando yo tenia la edad que ta tienes”. Nos pusimos de acuerdo
recién en que la edad que ta tienes hoy es y. Por otro lado, cuando
yo tenia tu edad, o sea y, ; qué edad tenias tu?

Bueno, en ese momento, i tenias

«

y-(x-y) (a)

¢Por qué? ;Como se calcula la edad que tenia y cuando yo tenia la
edad que y tiene ahora? Se calcula restando la diferencia de edades.
Por eso, se tiene (a).
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Pero el problema dice que yo tengo ahora el doble de esa edad.
Entonces, mi edad actual, que es x, es el doble del niimero que figura
en (a). O sea:

x=2(y-(x-v) (b)

Justamente, esta ecuacion es la que yo queria conseguir. La igual-
dad (b) expresa toda la informacién que contiene el problema.
Avanzo ahora un paso masy descompongo lo que dice (b).

x=2(y-(x-y) =2y-2(x-y) =4y -2x
Pasando de miembro, obtenemos:
3x =4y
O, lo que es lo mismo:
3x-4y=0 (c)

Por supuesto, el problema no terminé aca. Todavia falta conside-
rar la segunda parte de los datos, que atiin no retomamos. ;Recuer-
dan qué decia esa parte?

Decia que la suma de las edades de las dos personas (x e y) es
igual a 35.

¢CGomo poner esto en una igualdad? Bueno, creo que esta ecua-
ci6n es mas sencilla:

x+y=35 (d)
Luego, juntando las ecuaciones (c) y (d), tenemos:

3x-4y=0
x+y=35
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Ahora multiplico la segunda ecuacion por 3y tengo:
3x+3y=3-35 (e)
Si ahora restamos las igualdades (e) y (c), tenemos:
(Bx+3y=3:35)-(8x-4y=0)=(7y =3 35)
Luego, dividiendo por 7 obtenemos:
y=3:-5=15
Por otro lado,
3x=4y=4(3:-5)=3-(4-5)=60
Esto implica que
x=4-5=20
En resumen, hemos descubierto que
x=20ey=15
Ahora comprobemos juntos que este resultado es correcto. Esta
claro que la suma de ambos es 35. Por otro lado, la diferencia de
edades es de 5 anos. Esto quiere decir que, cuando x tenia 15 anos,
y tenia 10. Y justamente, la primera igualdad que consideramos
dice que xtiene el doble de esa edad, o sea, x (que tiene 20) tiene el
doble de la edad que tenia y en el momento en que x tenia 15 anos.
Como y tenia 10 anos en ese momento, se verifica la primera igual-

dad. Por lo tanto, hemos encontrado juntos la solucién.

Ahora bien, querria que hiciéramos algunas reflexiones mas. Si
uno no impusiera la segunda condicion (segiin la cual la suma de las
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edades tiene que ser 35), entonces, ;cuantas soluciones tendria el pro-
blema? Vale la pena que piense antes de seguir leyendo.

Sigo yo: si no existiera la restriccion sobre la suma de las edades,
el problema tendria infinitas soluciones. :Por qué? Fijese lo que
pasaria: como uno tendria la libertad de elegir que la suma de las
edades fuera cualquier nimero, se podria elegir, por ejemplo, el
namero 7. Verifique entonces que los resultados

x=4,y=3

serian una posible solucién del problema.
Por otro lado, si yo estableciera que las edades suman 21, en ese
caso,

x=12,y=9

cumplirian con las condiciones que pide el problema. O sea, si yo
cambio la condicion sobre la suma de las edades, la solucion del
problema varia.

Le sugiero que pruebe ahora con sus propias elecciones, y vera
que en funcién de cada suma que haya definido habra una solu-
cion distinta. Por eso decia recién que hay infinitas soluciones.

Ahora quisiera subir la apuesta. ;Habra alguna forma de resolver
todos los casos al mismo tiempo?

¢Qué quiero decir con flodos los casos? Como vimos recién, si
uno cambia la suma (probamos con 7, con 21y, en el problema
original, con 35), varian los valores de xy de y. :Como hacer para
poder calcular rapidamente los valores de xy de y si la suma es
un nimero A?

Entonces, supongamos que usted me da un namero A que co-
rresponde a la suma de las edades de x e y. En ese caso, tendriamos
dos ecuaciones:
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3x-4y=0 (*
xX+y=A

Tal como hicimos en el caso que figura mas arriba, si uno multipli-
ca por 3 la segunda ecuacion obtiene:

3x-4y =0
3x + 3y =3A

Restando ahora la segunda ecuacion de la primera, tenemos:
7y=3A 9

Fijese qué interesante lo que dice la igualdad (**). Si medimos las
edades en nimeros enteros, entonces el nimero A tiene que ser
un multiplo de 7, para que, cuando despejela edad y de la ecuacion
(**), quede un niimero natural. Para eso, A tiene que ser divisible
por 7 (ya que 3, que es el otro factor, no lo es).

Luego,

y=@3-A7 ()
De paso, se ve que, como A tiene que ser multiplo de 7, y resulta
multiplo de 3.
Luego se despeja y de esta igualdad (**%).
Y, por tltimo, uso la ecuacion
3x =4y
y divido por 3 en los dos miembros. Se tiene entonces:

x=4 (y/3) (****)

Luego, juntando (**%) y (***%) uno advierte que tiene todo lo que
necesita. Basta con que alguien nos diga el valor de A para calcular
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y con laigualdad (***),y cuando conocemos el valor de y usamos
la igualdad (****) para calcular x.
Esto resuelve completamente el problema.

¢Qué ancho tiene el rio?

No sé como le habra ido a usted, pero a mi el problema me entre-
tuvo mucho tiempo. No sabia como abordarlo e intenté acercarme
desde distintos angulos. Me preguntaba si no era necesario cono-
cer la velocidad de cada uno, o al menos una de ellas, para poder
determinar el ancho del rio.

Como sea, ocupd varios ratos de mis dias, hasta que se me ocu-
rri6 una potencial solucion. Estoy seguro de que no debe ser la
Unica; en todo caso, es una solucion. O una forma de llegar a ella.

Quizas usted haya encontrado otra mas breve, mas rapida y/o mas
clara. Por supuesto, esto la/lo hara sentirse muy bien, como corres-
ponde. Y si no se le ocurrié ninguna solucién, tampoco pasa nada.
¢Acaso no disfruté del camino que recorri6 para poder pensarla?

En la figura 1 aparecen los dos barcos en cada una de las costas.
Los voy a llamar Ay B.

—— C —_=
A I-———————)x(——————————————-l B
7 kildmetros
Figura 1

Cuando se encuentran por primera vez en el punto C, lo hacena 7
kilometros de una de las costas, digamos la izquierda, desde donde
ha salido A.

Ay Bestan en el mismo lugar (en C), cuando A ha recorrido ya
7 kilometros. Se cruzan y siguen su marcha. En algiin momento
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(no necesariamente el mismo) A llega a la costa derechay Bala
izquierda. Cuando cada uno alcanza la otra orilla, da la vuelta sin
perder tiempo y sale en direcciéon contraria.

Y ahora sabemos que, cuando se encuentran otra vez, lo hacen
en un punto D que esta a 4 kilometros de la costa derecha.

== D =
N EEE . S GEEEEN:
4 kilémetros
Figura 2

Ahora quiero hacer una observacion que me parece muy impor-
tante y que lleva a la solucion del problema: cuando los barcos se
encontraron la primera vez, entre los dos habian recorrido el ancho
del rio. Todavia no sabemos esta medida, pero si que la suma de
los dos tramos que navegaron entre ambos resulta ser el ancho
total del rio (el dato que estamos buscando).

En principio, los dos barcos van a distintas velocidades. Sin em-
bargo, después de que el barco A haya llegado a la costa derecha
y el barco B a la izquierda, entre ambos habran recorrido otro
ancho del rio.

Es decir, A recorri6 el rio de izquierda a derechay Blo hizo en
sentido contrario. Independientemente de que al cruzarse la suma
de las distancias que han recorrido sea exactamente el ancho del
rio, cuando los dos toquen la costa contraria habran recorrido el
rio dos veces: una vez Ay otra vez B.

Y por tltimo, piense lo siguiente: al tocar la costa contraria, dan
la vueltay se encuentran nuevamente en D, que esta a 4 kilometros
del lado derecho del rio. En ese momento, entre los dos recorren
el ancho del rio una tercera vez: lo atravesaron dos veces cuando
cada uno llegé del otro lado, y ahora tenemos que sumar las dis-
tancias recorridas por los dos cuando se encuentran en D.
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MoraLEJA (hasta acd): Si uno suma las distancias que recorrie-
ron los dos al encontrarse en D, el resultado es que navegaron
tres veces el ancho del rio.

Este es un dato no menor que lo invito a revisar. Mas aun:

le propongo que no siga leyendo si no esta seguro de haber
entendido. Vuelva atras tantas veces como haga falta y, desde
ya, piense si esta de acuerdo con lo que escribi hasta aqui. La/
|o invito a que no avance sin estar convencido.

Ahora bien: estamos de acuerdo en que entre los dos barcos re-
corrieron tres veces el ancho del rio (sumados los tramos que hizo
cada uno).

Quiero separar dos hechos:

a) Los dos barcos van a velocidad constante (aunque no
necesariamente la misma).

b) Cuando el barco A se encuentra por primera vez con B
ha recorrido 7 kilémetros. Y'se cruza con B porque entre
los dos han recorrido el ancho del rio una vez.

En consecuencia, cada vez que entre los dos recorren el ancho del
rio, el barco A recorre 7 kilémetros.

Ahora bien, como lo recorrieron tres veces entre los dos, el bar-
co A recorrio 3 veces 7 kilobmetros, o sea, 21 kildémetros. Por otro
lado, cuando se encontré con B por segunda vez estaba a 4 kilome-
tros de la otra costa. Es decir, como A sali6 de la otra costa (diga-
mos laizquierda) y se encontr6 con Ba 4 kilometros de la derecha,
eso significa que hizo 4 kilometros mas que el ancho del rio.

Luego, el ancho del rio es de 21 kilometros menos 4 kilometros
(21 — 4) =17 kildbmetros.

Como ve, este problema es verdaderamente espectacular porque,
mas alla del desarrollo que propuse, al principio da la sensaciéon de
que con los datos disponibles no es posible resolverlo. Por suerte,
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no es asi. De todos modos, mas alla de haber llegado al resultado,
el entrenamiento que uno adquiere al pensar este problema es
verdaderamente impagable, y es lo mas interesante de todo.

Nota: Mientras algunos de mis amigos leian el “manuscrito”
con el afan de encontrar errores, mejorar las soluciones que yo
presentaba o mirar los problemas desde otro angulo, Juan (Sa-
bia) me propuso una respuesta preciosa y diferente de la que
figura mas arriba. Eso si: involucra un “poquito asi” de fisica y
matematica, pero no quiero no incluirla. Aca va.

Las cosas que hace falta saber son las siguientes:

a) De fisica, que la velocidad de cualquier mévil se calcu-
la dividiendo el espacio recorrido por el tiempo. Esto
no deberia ser muy dificil de aceptar porque es lo que
uno hace constantemente cuando quiere calcular la
velocidad (promedio) de un vehiculo: tard6 6 horas en
llegar desde Tucuman hasta Cérdoba, y como hay 600
kilobmetros entre ambas ciudades, entonces la velocidad
promedio fue de 100 km/h.

b) De matematica, lo que hay que saber es la féormula para
calcular las raices de un polinomio de segundo grado:

x,=-b + J(b%2-4ac)/2-a,y
X, =-b - J(b2-4ac)/2-a

Con estos datos, entonces, voy a llamar V, a la velocidad del primer
barcoy V,alavelocidad del segundo (que permanecen constantes
a lo largo de todo el trayecto). Por otro lado, voy a llamar x al an-
cho del rio (lo que queremos averiguar). Entonces, como el barco
1 (que sali6 desde la izquierda) recorrié en un tiempo ¢ (que no
sabemos) una distancia de 7 kilometros a una velocidad V, (que
tampoco sabemos), tenemos la siguiente ecuacion:
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vV, =71t )
Por otro lado, el segundo barco recorrié (x—7) kilémetros (en ese
mismo tiempo ¢) que es justo cuando se encuentra con el barco 1.
Como la velocidad que usa el barco 2 también es constante (y la
llamo V,), tenemos la siguiente ecuacion:

V,=(x-7)/t **)
Las dos ecuaciones se verifican en el momento en que se encuen-
tran la primera vez. Cuando se cruzan la segunda vez, las velocida-
des no cambiaron, pero si el tiempo que tardaron, que ahora voy a

llamar ¢" Luego, se verifican otras dos ecuaciones:

V, = (x + 4/t ()

V, = (2x -4/t (****)
Con estas cuatro ecuaciones se deduce que:
VIV, = T/(x - 7) = (x + 4)/(2x - 4)
y de aca,
7@2x-4)=(x-7)(x + 4)
o sea,
14x - 28 = x2-3x - 28
Y finalmente se deduce que

x2-17x=0
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y en consecuencia las snicas dos soluciones son
x=0yx=17
Uno descarta la solucion x = 0 (porque sabe que el rio tiene “algin”

ancho); por lo tanto, la wnica solucion posible al problema es que
ese ancho sea de 17 kildmetros, como ya sabiamos.

Temperaturas

Caso 1

Fijese en el nimero 12 (que es el resultado de multiplicar las tem-
peraturas de los cinco dias). ¢De cuantas formas se podria descom-
poner como producto de 5 nimeros enteros distintos? (Piense
antes de seguir y vea si esta idea la/o ayuda.)

Sigo yo: uno puede “empezar” a descomponer el nimero 12 de la
siguiente forma:

12=3-4

Pero asi se advierte que hay nada mas que dos nimeros distintos.
¢Qué hacer? Podriamos agregar el 1. De esta manera tendriamos:

12=1-3-4
O también podriamos plantearlos en estos términos:
12=1.2.2-3
El problema con esta altima descomposicion es que no se pueden
repetir los nimeros (porque todos los dias hubo una temperatura

distinta), entonces no serviria para resolver el problema. ¢Se pue-
de hacer algo mas? ¢O algo distinto?
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Recapitulemos: la descomposicion 3 x 4 es buena porque son ni-
meros distintos, pero no son cinco. Lo mismo pasa con 1 x 3 x 4;
también es buena, pero son sélo tres nimeros. Y la ultima que
consideré, 1 x 2 x 2 x 3, agrega un nimero mas (aunque todavia
no son cinco) pero no sirve porque se repite el namero 2.

Acd conviene pensar un poco “mirando el costado” del proble-
ma. Evidentemente, con ntimeros positivos habria que decir que
no hay una solucioén. Pero, claro, esto sucede porque no nos esta-
mos permitiendo usar los niimeros negativos. El problema decia
que era invierno (como un dato adicional, pero sugerente), por lo
cual las temperaturas podrian ser bajo cero. ;Quiere pensar usted
ahora?

Sigo: uno podria poner

12=(-1)-2-(-2)-1-3

¢Sera la solucion? Esta descomposicion es buena porque contiene
cinco numeros distintos. O sea que hemos descubierto que una
solucion posible es ésa. ¢Sera la Gnica? Es decir, ¢habra alguna otra
forma de descomponer el nimero 12 como producto de cinco
nameros enteros distintos?

El tinico niimero que uno podria considerar es el (-3) en lugar del
3. Si uno hiciera eso, deberia hacer desaparecer o bien el nimero
(-1), o bien el (-2), porque, como el producto es positivo (12), la
cantidad de nameros negativos tiene que ser par (para que se com-
pensen entre ellos). Y claramente, si pusiera (-3) y sacarael (-1) o
el (-2), entonces las descomposiciones quedarian asi:

2-(-2)-1- (-3,
o bien

(121 (3)
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En el primer caso se obtiene el ntimero 12, pero resulta ser el pro-
ducto de s6lo cuatro nimeros distintos, en lugar de los cinco que
pide el problema. En el segundo caso, el resultado no es 12.

Luego, la Gnica manera de descomponer el 12 como producto
de cinco nimeros enteros distintos es:

12=(-1)-1-(-2)-2-3

Caso 2
Si ahora se sabe que el producto de los cinco ntimeros es 30, ¢ha-
bra una tnica solucién? Es decir, si uno logra descomponer el niime-
ro 30 como producto de cinco nameros, ¢sera ésa la inica forma
de decidir qué temperatura hubo cada dia?

En principio, si se lo descompone como producto de niimeros
primos positivos, uno obtiene:

30=2:3:5

Como hice en el primer caso, uno puede agregar el nimero 1, sin
afectar el producto. Se tiene entonces:

30=1-2-3-5

Sin embargo, todavia no hay cinco nameros. Si quisiera agregar
algiin negativo, podria hacerlo de diferentes maneras. Fijese:

30=(-1):-1-(-2)-3:-5
O bien:
30=(-1)-1-2-(-3)-5

O incluso:
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30=(-1):-1:-2:-3:(-H)

Es decir, hemos conseguido tres formas de descomponer el ni-
mero 30, como producto de cinco nameros distintos, por lo que,
entonces, el problema planteado no tendria una tnica solucién.
Todo esto esta basado en lo que se conoce como el Teorema
Fundamental de la Aritmética, al que me referi en el Episodio 1
de Matematica. .. ;estas ahi? Es decir, uno usa el teorema inadverti-
damente, porque la unicidad en la descomposiciéon (o descompo-
siciones) es lo que permite deducir que en el caso 1 el problema
tiene una solucion vnica, y en el caso 2 hay varias soluciones.

10 preguntas, 1024 nimeros

Como sugeri en el planteo, le propongo que primero reduzcamos
la cantidad de nimeros (y también de preguntas), para ver si con
ese procedimiento descubrimos qué deberiamos hacer en el caso
mas general de los 1024 ntimeros y las 10 preguntas.

Empiezo con el mas sencillo. Supongamos que su amigo debe
elegir entre dos nameros: el 1y el 2, y usted puede hacerle sélo una
pregunta. ¢Qué le diria en este caso?

La respuesta es casi obvia. Le podria preguntar: “:Es el nimero
1?7, Si le dice “si”, listo. Si le dice “no”, entonces ya sabe que eligio
el nimero 2. Es decir, en este caso particular de dos niimeros y
una pregunta es muy facil.

Ahora, avancemos con la cantidad de nimeros y aumentemos
también las preguntas que pueden hacerse. Piense que lo que ha-
gamos en los casos mas sencillos tendra que servir después, cuando
haya muchos niimeros entre los que se pueda elegir.

Sigo: supongamos que la lista consiste en los primeros 4 nameros
(1,2, 3y4) yusted puede hacer s6lo 2 preguntas. La que us6 antes
(“¢Es el nimero 1?”) no le servira de mucho en este caso. Si su ami-
go contestara “si”, entonces no habria problemas, pero si dijera
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“no”, a usted le quedaria una sola pregunta para decidir cudl eligio
de los otros tres nameros posibles (descartado el 1).

Fijese entonces que queda usted en una mala situacion, porque
todo lo que aprendi6 con la primera pregunta fue que el nimero
elegido no es el 1, jpero nada mas! O sea que obtuvo muy poca in-
formacion y ya gast6 una de las preguntas. De modo que hay que
pensar en otra pregunta. ;No quiere quedarse con usted misma,/o
por un ratito antes de seguir leyendo?

Sigo yo. Como advierte, lo ideal seria encontrar una pregunta que
redujera el namero de casos posibles (que ahora son cuatro) para
llevarlo a dos, porque ya sabe que asi puede usar una pregunta y
descubrir la respuesta. Entonces, la idea es tratar de ver qué pre-
gunta hacer primero, para reducir las opciones a s6lo 2 nimeros.
Uno podria preguntar: “El namero que elegiste, sesta entre los
primeros dos?”. Piense usted conmigo ahora: ante cualquier res-
puesta que su amigo dé, usted ya logroé el objetivo. ¢Por qué? Si él
contesta “si” (que esta entre los dos primeros nimeros), entonces
a usted le queda una sola pregunta, es cierto, pero también sabe
que el namero elegido es o bien el 1 o bien el 2, con lo cual redujo
el problema al caso anterior. Si en cambio le dice “no” (que no
esta entre los dos primeros), eso significa que esta entre los dos
segundos. Es decir que tuvo que haber elegido o bien el 3 o bien el
4. Pero a usted eso no le importa, porque le sigue quedando una
pregunta y hay s6lo 2 ntimeros posibles.
Por lo tanto, resuelve el problema otra vez.

MORALEJA HASTA ACA: Si sU amigo elige entre los primeros 4
numeros, usted, solamente con 2 preguntas, puede descubrir
cudl es ese numero.

¢Como seguir? Si en lugar de elegir entre los primeros 4 nameros
naturales él pudiera elegir entre los 8 primeros (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
y 8) y usted tuviera 3 preguntas... ¢se animaria a continuar con la
estrategia?
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Fijese que, hasta aca, usted puede resolver dos problemas inter-
medios:

1) con 1 pregunta, descubre el nimero si hay sélo 2 para
elegir, y

2) con 2 preguntas, descubre el niimero si hay 4 para
elegir.

Ahora hay 8 nameros posibles y 3 preguntas. ¢Se le ocurre qué
puede preguntar de manera tal que, en lugar de § nameros, que-
den 4, aunque gaste una de las 3 preguntas que tiene?

Y la respuesta es: si, lo que uno podria preguntar para reducir
el namero posible a la mitad es: “El nimero que elegiste, ¢esta
entre los cuatro primeros?”. Si la respuesta es “si”, entonces us-
ted ya sabe que su amigo eligié entre 1, 2, 3 y 4, y como atn
le quedan dos preguntas para hacerle, con eso le alcanza para
resolver el problema. Si le contestara “no”, entonces el niimero
que eligid estaria entre 5, 6, 7y 8 (otra vez 4 nimeros) y usted
tiene dos preguntas para hacer, y con eso le sera suficiente. Es
decir: la estrategia de preguntarle si el nimero que eligi6é esta
entre la primera mitad de los nameros, si bien reduce en uno las
preguntas posibles, permite pasar al caso anterior y eso es algo
que ya sabemos resolver.

Por lo tanto, en el caso original (1024 ntimeros y 10 preguntas
—¢por qué 107-), fijese lo que sucede:

1) Con la primera pregunta (¢Esta entre los primeros 512?)
usted elimina la mitad de los nameros. Yle quedan 9
preguntas para hacer. A los efectos de continuar el razo-
namiento, voy a suponer que contesto “si”.

2) Con la segunda pregunta (¢Esta entre los primeros
256?) elimina otra vez la mitad de los que quedaban, y
ahora le quedan &8 preguntas. Otra vez supongamos que
le contesto “si”.

3) La tercera pregunta es la misma (¢Esta entre los prime-
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ros 128?) y atin le quedan 7 preguntas. Supongamos que
dice “si” otra vez, hasta el final.

4) La cuarta pregunta es: ¢Estd entre los primeros 64? Yle
quedan 6 preguntas.

5) La quinta es: ¢Esta entre los primeros 32? Yle quedan 5
preguntas.

6) La sexta es: ¢Esta entre los primeros 16? Yle quedan 4
preguntas.

7) La séptima es: ¢Esta entre los primeros 8? Yle quedan 3
preguntas.

8) La octava es: ¢Esta entre los primeros 4? Yle quedan 2
preguntas.

9) La novena es: ¢Esta entre los primeros 2? Yle queda I
pregunta.

Pero ya no le importa, porque con este procedimiento logré redu-
cir los 1024 nameros que habia originalmente a s6lo 2, y todavia
le queda una pregunta mas para decidir cual de los dos eligi6é su
amigo.

iY ése era el objetivo que teniamos! Aprovechar que sabiamos
como encontrar el namero que el otro penso, siempre y cuando
estuviera entre dos posibilidades y nos quedara una pregunta por
hacer.

¢No parece increible que una persona pueda pensar un nimero
entre 1024 y que uno pueda deducirlo utilizando Gnicamente 10
preguntas?

Y si en lugar de 1024 ntmeros fueran 2048, :esta de acuerdo
conmigo en que le alcanzarian 11 preguntas? Y asi siguiendo: cada
vez que se duplique la cantidad de nameros, necesitaré aumentar
en uno el nimero de preguntas.

En definitiva, la cantidad de nimeros entre los que hay que ele-
gir es siempre una potencia de 2:
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21=2
22=4
28=8
24=16
25=32
26 =64

2" =128
28 = 256
2° =512
210 = 1024
211 = 2048...

y el niimero de preguntas que se necesita es el exponente de esa po-
tencia de 2. Por ejemplo, para 64 nimeros hacen falta 6 preguntas.
Si alguien hubiera elegido un nimero entre los primeros 2048,
entonces harian falta 1] preguntas. Y asi siguiendo.

Variante 2

Le pido ahora que pruebe resolver el siguiente caso: prepare una
lista con los primeros 100 nimeros. Yo elijo uno. Ahora le pido
que disenne una estrategia para poder encontrarlo haciéndome
preguntas como las que vimos mas arriba, y vera que necesita 7
(como si fueran 128 = 27).

Variante 3

Manu Gin6bili realiz6 una observacién muy interesante: sia uno le
dieran a elegir entre 1025 nimeros (o sea, uno mas que los 1024
originales), las 10 preguntas ya no serian suficientes. Harian falta
;11! Pero hay algo todavia mejor: si en lugar de 1025 fuera el doble
de 1024, o sea 2048 ntimeros, jtambién alcanzaria con 11 preguntas!
Es decir, agregar un nimero o 1024 mas obliga (con esta estrate-
gia) a agregar juna sola pregunta mas!
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Variante 4

Si bien yo elegi 1024 ntmeros, que es 2!y, por lo tanto, una po-
tencia de 2, uno podria jugar permitiendo que su amigo eligiera el
namero entre una cantidad cualquiera, digamos entre n nimeros.
En ese caso, ese nlimero sera una potencia de 2 o bien, si no lo es,
debera estar entre dos niimeros que s/ sean potencias de 2:

2kl < n<2k

Y alcanzaran k preguntas para averiguar el namero que eligio.

Una joyita de la l6gica

Es muy posible que usted haya pensado diferentes maneras de
abordar este problema. A mi me llevo bastante tiempo encontrar
una soluciéon que me dejara satisfecho, por lo que le voy a pre-
sentar la respuesta que me parecié mas atractiva por lo econdomica,
en el sentido de que no requiere muchos pasos llegar a ella. Con
todo, quiero mostrarle cual fue mi razonamiento ya que, una vez
que entienda el camino que elegi, podra deducir el resto (si quie-
re) sin leer lo que sigue.

El objetivo es decidir cual es el minimo nimero de personas que
forzosamente tienen que tener los cuatro objetos. Para empezar,
de las 90 personas que usan un anillo, ¢cuantas estan obligadas a
usar zapatos negros? Fijese que 85 usan ese color de zapatos. ;:Qué
nos dice esto? Por supuesto, las 85 personas que usan los zapatos
negros podrian estar entre las 90 que tienen un anillo... pero esto
no es forzosamente cierto.

En cambio, si uno tratara de encontrar cuantas estan obligadas
a tener anillo y zapatos negros, la historia cambia. ¢Por qué? Su-
pongamos que los 10 que no usan anillo* tienen zapatos negros.

43 Tienen que ser 10 porque habia 100 encuestados y sabemos que 90
usaban un anillo.
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Todavia nos quedan 75 que tienen este color de zapatos y que van
a estar obligados a usar anillos también. O sea que, de los 90 que
usan anillo, hay 75 que llevan zapatos negros.

PRIMERA CONCLUSION: Tenemos —al menos— 75 personas que usan
ambas cosas: anillo y zapatos negros. Por lo tanto, hay 25 per-
sonas gue o bien no usan anillo o bien no usan zapatos negros.

Sigo. Ahora me fijo en los 75 que tienen computadora propia. De
esos 75, podria suceder que 25 estuvieran entre los que no tienen
anillo o no usan zapatos negros. Pero igualmente quedan 50 que
tienen computadora propia y que inexorablemente van a tener
que usar anillo y zapatos negros.

SEGUNDA coNcLUSION: Hay 50 personas que tienen las tres cosas:
computadora, zapatos negros y anillo.

Y falta usar el Gltimo dato: hay 60 personas que usan jeans azules. Lo
mejor que nos podria pasar es que de esas 60 haya 50 que sean las
que no tienen computadora, o bien zapatos negros, o bien anillo.
Supongamos que eso fue lo que sucedié. Pero, aun asi, jrestan 10
personas a las que no les quedara mas remedio que tener los cuatro
objetos: computadora, anillo, zapatos negros y también jeans!

MoraLEJA: Hay por lo menos 10 personas que deben tener los
cuatro objetos. Y ésa es la respuesta al problema. Podria ser
que fueran mas, claro esta.

El méximo de personas que podria tener los cuatro objetos es
(¢lo quiere pensar?)... 60, porque podria suceder que las 60
que usan jeans azules tuvieran computadora, llevaran anillo y
ademas zapatos negros. Pero no mas de 60 podran tener los
cuatro objetos, porque no hay mas que 60 con ese color y tipo
de pantalén.

Entonces, el maximo posible de personas que pueden tener los
cuatro objetos es 60. Y el minimo, 10.
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Otra forma de llegar a la solucién

Quiero encontrar ahora una respuesta mas constructiva, exploran-
do las distintas posibilidades de las personas encuestadas. De todas
formas, le pido un favor: concédame que, para no tener que escri-
bir tanto texto, plantee los términos asi:

A: zapatos negros

B: computadora propia
C: jeans azules

D: anillo

Gracias. Ahora, recorramos las distintas posibilidades.

Paso 1: De las 100 personas, para empezar: 85 tienen Ay 15 no
tienen nada (todavia).

Paso 2: Hay 75 que tienen B. Los distribuyo asi (tratando de que
haya la menor cantidad posible que posean ambas cosas). A las 15
que no tenian nada (paso 1) les adjudico B. Pero, inexorablemen-
te, las 60 que quedan (ya que 15 + 60 = 75) tendrian que tener A
también. En consecuencia, el panorama es el siguiente:

60 tienen Ay B
25 tienen A solamente
15 tienen B solamente

PAsO 3: AHORA SABEMOS QUE HAY 60 PERSONAS QUE TIENEN C.
Una vez mas, voy a tratar de encontrar el minimo posible de perso-
nas que tengan los tres objetos.

De las 60 que tienen C, dispongo que 25 tengan Ay C solamen-
te, y que 15 tengan s6lo By C. De esta forma, distribui 40 (25 + 15)
de las 60 que tenian C. Pero me faltan 20 que inexorablemente
tendran que tener A, B y C. Resumo hasta aca:
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20 tienen A, By C

40 tienen Ay B (1)
25 tienen Ay C

15 tienen By C

Paso 4 (y altimo): Ahora, y como final, sabemos que hay 90 per-
sonas que tienen D. Una vez mas, quiero encontrar el minimo na-
mero de personas que tengan los cuatro objetos (A, B, Cy D). De
estas 90 (sugiero que mire el resumen que figura en (1)), puedo
incluir 15 entre los que tienen By C, 25 que tienen Ay C, y 40 que
tienen Ay B. Pero esta suma (15 + 25 + 40) da como resultado 80.
Y todavia me faltan 10 personas que tienen D y que no distribui. Y
aqui es donde se ve que no queda mds remedio que jesas 10 personas
que faltan tengan A, B, Cy D! Y esto responde el problema.

Quizas usted encontr6 otro camino, mas econémico 0 mas corto.
En cualquier caso, es siempre valioso advertir que este problema
Unicamente requiere pensar. Nada mas que eso (nada menos,
también).

¢Puede ser (n + 1) =n?

Quiero recordar aqui algo muy importante. Asi como no se puede
dividir por “cero”, tampoco se puede “sacar raices cuadradas libre-
mente”. Es decir, “la” raiz cuadrada de un numero a es “el UNico
niimero POSITIVO b”, tal que & = a.

Inmediatamente después del paso (**), donde dice: “sacando rai-
ces cuadradas de ambos lados”, uno deberia tomar la precaucion
de comprobar que los dos niimeros que aparecen entre corchetes
en (¥#¥) sean positivos. No alcanza que dos numeros elevados al
cuadrado sean iguales para deducir que los nimeros sean iguales.
Por ejemplo,
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12 = (-1)?

ya que ambos son iguales a 1. Sin embargo, el nimero que esta
“dentro del paréntesis” (-1) y el 1 ;no son iguales!

Vuelvo a la férmula (**). Los dos nimeros que aparecen alli,

[(n+1)-(1/2) (2n + 1)]

[n-(1/2) (2n + 1)]

cuando son elevados al cuadrado resultan ser iguales.

Pero, para poder deducir que son iguales, hace falta comprobar
que sean ambos positivos o ambos negativos.

El primero,

[n+1)-(1/2) @2n+1)l=n+1-n=-Ya=1-Y2="
es positivo. En cambio, el segundo,
[n-(1/2) 2n +1)]=n-n-Y2=-1

es negativo! Por lo tanto, no se puede sacar la raiz cuadrada de ambos
lados en este caso.

En consecuencia, la igualdad que se concluye después de la for-
mula (¥*) jes falsal Yla cadena de igualdades que siguen al error
cometido en ese paso permite concluir que (n + 1) = n, lo cual es
falso también.

MoraLEJA: Lo mas importante de todo esto es aprender que

existen dos raices cuadradas de un nimero positivo: una de
ellas es un nimero positivo y la otra es un nimero negativo.
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Cuatro parejas invitadas a una fiesta y la dueiia de casa

Para poder abordar este problema, le propongo que reduzcamos
inicialmente el nimero de parejas que llegaron a la fiesta y veamos
qué sucede. Para eso, pensemos que solamente se presentd una
pareja (ademas de los duenos de casa). En este caso, cuando el
dueno propuso que todos se saludaran, obtuvo estas respuestas:

1) Yo no saludé a nadie todavia (0 saludos).
2) Yo saludé exactamente a una persona (1 saludo).
3) Yo saludé exactamente a dos personas (2 saludos).

¢Se puede ahora contestar a cuantos saludé la duena de casa?
Veamos:

a) Si ella contesté “no saludé a nadie”, entonces, ¢quién
hubiera podido decir que saludé6 a 2 personas? Cier-
tamente, ninguno de los dos invitados, porque como
entre ellos no se saludaban, si tampoco saludaron a la
duena de casa, s6lo pudieron haber saludado al dueno
de casa. Luego, esta alternativa no es posible.

b) Si ella hubiera contestado que salud6 a 2 personas,
eso significaria que tuvo que haber saludado a los dos
integrantes de la pareja invitada (porque no pudo haber
saludado a su marido). Pero, si es asi, ninguno de los
integrantes de la pareja invitada pudo haber dicho “no
saludé a nadie”. O sea, este caso tampoco es posible.

En consecuencia, la Ginica alternativa que le queda a la duena de
casa es haber dicho: “Yo saludé exactamente a una persona”. Y eso
resuelve el problema. (Si quiere pensar un poquito mas, uno de
los integrantes de la pareja invitada salud6 a 2 personas, que debie-
ron haber sido los duenos de casa, mientras que el otro integrante
de la pareja invitada no saludé a nadie.)
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Hasta aca, entonces, hemos resuelto el problema en el caso de
una sola pareja. ;Qué pasa ahora si en lugar de una pareja invitada
vienen dos? :Se puede contestar la pregunta? Lo que conviene re-
cordar aca es que las respuestas que obtuvo el dueno de casa son:
0,1, 2, 3y 4. Es decir, una persona que no saludé a nadie, otra que
salud6 exactamente a 1 persona, otra exactamente a 2... hasta lle-
gar a una de ellas que salud6 exactamente a 4 personas. ¢A cuantas
tuvo que haber saludado la duena de casa?

Acd, como antes, la/lo invito a pensar. Y cuando quiera, lea lo
que sigue. Eso si: trate de ver si puede relacionar el caso de las dos
parejas con el caso anterior. Usted ya conoce la solucion si hubiera
una sola pareja invitada.

Sigo yo. Fijese que la duena de casa no pudo haber dicho que sa-
ludé a 4 personas, porque, si no, ¢quién podria haber dicho que
no saludo a nadie? Claramente, ademas, como ella no saludé a su
marido, s6lo podria haber registrado 4 saludos de haber saludado
alos 4 integrantes de las dos parejas.

Entonces, uno de los integrantes de alguna de las dos parejas
fue el/la que dijo que salud6 a 4. Y esos 4 tuvieron que haber sido
los dos duenos de casa y los integrantes de la otra pareja. Esto ulti-
mo (el hecho de que esta persona hubiera saludado a los duenios
de casa y a los integrantes de la otra pareja) dice que ninguno de
ellos pudo haber dicho que no saludé6 a nadie.

Entonces, jlo tuvo que haber dicho su parejal Es decir, los inte-
grantes de una de las parejas son los que contestaron 4 y 0. Los
llamo Ay B.

Quitémoslos por un momento de la escena. Si, hagamos de
cuenta que esta pareja A-B no existe. ;:Quiénes quedan ahora? Los
duenos de casa y los integrantes de la otra pareja. Por descarte,
esas personas son las que saludaron a 1, 2 y 3 personas.

Si ahora el dueno de casa reformulara la preguntay le pidiera a
cada uno que ignorara haber saludado a A, y que le dijera a cuan-
tas personas saludo6, squé pasaria? En este caso, el que dijo 1 diria
0, el que dijo 2 diria 1 y el que dijo 3 diria 2.
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Es decir, habriamos convertido el problema de dos parejas in-
vitadas en el de una pareja invitada. Y ese problema es el que ya
sabemos como resolver. Y sabemos, entonces, que la duena de casa
contesto que saludo a 1 persona. Por lo tanto, en este caso, el de
las dos parejas, la mujer tuvo que haber sido la que contesté que
saludo a 2 personas.

A esta altura, estoy seguro de que ya entiende de qué se trata
el caso mas general. Si en lugar de dos parejas invitadas hubieran
respondido tres parejas, las potenciales respuestas habrian sido: 0,
1,2, 3,4,5y6. La duena de casa, igual que en el ejemplo anterior,
no podria afirmar que salud6 a 6 personas (porque, entonces, na-
die podria haber contestado 0). Luego, los integrantes de alguna
de las parejas son los que tienen que haber contestado 6 y 0. Uno
los saca a ambos y entonces se queda s6lo con dos parejas, en lugar
de tres, y en ese caso ya sabe que la duena de casa salud6 a 2. Aho-
ra, agregando la pareja que falta, la respuesta que tuvo que haber
dado la mujer es 3.

Aca conviene hacer una breve observacion: en el caso de una pareja,
la mujer salud6 a 1 persona. En el caso de dos parejas, a 2 personas.
En el caso de tres parejas invitadas, a 3 personas. La idea general
es que en el caso de cuatro parejas, la mujer debi6 haber dicho que
estrech6 4 manos. Y este caso, el de las cuatro parejas, se puede ge-
neralizar a tantas parejas como uno quiera. Si hubieran aceptado la
invitacion veinte parejas, y si cada uno de ellos hubiera contestado
(invitados por el dueno de casa) que saludaron a: 0, 1, 2, 3,4, 5, ...,
38, entonces, la duena de casa debi6 haber saludado a 20 personas.
Mas atn, ella saluda a un integrante de cada pareja y al otro no.

Este procedimiento, conocido como recursion, consiste en redu-
cir un caso mas complejo a uno mas sencillo, y aprovechar lo que
uno aprende en esa situacion para luego obtener una formula general
que resuelva todos los casos.
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La historia de los cuatro azulejadores

Antes de escribir una manera de llegar a la respuesta, le propongo
lo siguiente (si es que atin no lo hizo): trate de pensar qué porcion
de patio estaria azulejada si trabajaran todos juntos durante una hora.
Fijese en lo siguiente: si A trabajara solo, como el dato que tenemos
es que en 2 horas terminaria todo, en 60 minutos (1 hora) azulejaria
la mitad, o sea 1/2 de patio. Con la misma idea, como a B le llevaria
3 horas, en 60 minutos azulejaria 1/3 de patio. Por su parte, C (que
tarda 4 horas en azulejarlo por completo) en una hora podria cum-
plir con la cuarta parte, o sea, 1/4 de patio. Por tltimo, el azulejador
D, el mas lento de todos, que necesitaria 6 horas para cumplir con el
trabajo, en 60 minutos habria azulejado 1/6 de patio.

Es decir, si ahora trabajaran todos juntos, en 60 minutos habrian
azulejado:

1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/6 de patio

¢Cuanto es este namero? O sea, ¢qué significa 1/2 +1/3 +1/4 +
1/6? Calculémoslo.

Para poder sumar estos cuatro nimeros, voy a igualar todos los de-
nominadores.** Es decir, necesito poder escribir los nameros 1/2 +
1/3+1/4y1/6 con el mismo denominador. Entonces, establezco
lo siguiente:

1/2 = 6/12
1/3 = 4/12
1/4 = 3/12
1/6 = 2/12

Luego, si quiero sumar

44 Este es el procedimiento que se conoce como “buscar un denomina-
dor comun”.
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1/2+1/3+1/4 +1/6 =6/12 + 4/12 + 3/12 + 2/12 =15/12 = 5/4

Hemos descubierto entonces que, en una hora, trabajando juntos,
los cuatro azulejadores habran azulejado 5/4 de patio. Pero uno
advierte que 5/4 de patio jes mas que un patio! Es decir, si los
cuatro trabajaran juntos durante una hora azulejarian mas de lo
necesario. Lo que debemos hacer, en consecuencia, es tratar de
descubrir cudnto menos de una hora necesitarian.

Una forma sencilla de resolver esto es plantear: si azulejan 5/4
de patio en 60 minutos, para azulejar 4/4 (o sea, un patio) necesi-
taran x minutos. ;Cémo calcular x?

5/4 60 minutos
4/4 =1 X minutos

Luego:
x = (60 - 1)/(5/4) = (4 - 60)/5 = 48*

Y ésa es la respuesta que buscabamos: si los cuatro trabajaran jun-
tos tardarian {48 minutos!

Otra forma de pensarlo: una vez que uno sabe que los cuatro jun-
tos azulejaran 5/4 de patio en 60 minutos, ¢cuanto tiempo les lle-
vara azulejar 1/4 de patio? Es decir, si necesitan 60 minutos para
5/4, para azulejar 1/4 necesitaran 1/5 parte del tiempo. ;Cuanto
es 1/5 parte de 60 minutos? Esto es:

45 Este método se conoce como “regla de tres simple” o bien “de propor-
cionalidad”, de modo tal que si se conocen los nimeros a, by n, y se
sabe que cumplen con las siguientes relaciones:

a--—----- n

Y b---—---- X

entonces, uno puede deducir el valor de x de la siguiente forma:
x=(b-n)a
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60/5 =12

Entonces, en 12 minutos azulejan 1/4 de patio. Para completar el
trabajo, necesitamos 4 veces 12 minutos, que (como era esperable)
esigual a 48 minutos.

Ahora que ya sabemos la respuesta a la primera pregunta de cuan-
to tardarian todos juntos, le planteo la segunda: ¢habra alguna for-
ma de que s6lo entre tres puedan azulejar el patio en menos de
una hora también?

Veamoslo. Leyendo lo que escribi mas arriba, sabemos que en una
hora:

* Aazulejaria 1/2 de patio,
* Bazulejaria 1/3,y
¢ Cazulejaria 1/4.

Si ahora trabajaran los tres juntos, en una hora azulejaran:
1/2 +1/3 +1/4 =6/12 + 4/12 + 3/12 = 13/12

Es decir, si A, By C trabajaran juntos, lograrian azulejar el patio en
menos de una hora y, encima, no necesitarian que participara D.

¢De cuantas otras formas se pueden elegir tres de los cuatro azule-
jadores para que azulejen el patio en un hora o menos?

Recién elegi A, By C, y vimos que entre los tres podrian azulejar
el patio en menos de una hora. Quedan otras tres posibilidades:

1.A,ByD
2.A,CyD
3.B,CyD

1) Si trabajaran A, B y D, en una hora azulejarian:
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1/2+1/3+1/6 =3/6 + 2/6 + 1/6 = 6/6,

0O sea, exactamente un patio entre los tres en una hora.

2) Si trabajaran A, Cy D, en una hora azulejarian:
1/2+1/4+1/6 =6/12 + 3/12 + 2/12 =11/12

Es decir, en este caso, como 11/12 es mas chico que 1,
entonces estos tres trabajando juntos no alcanzarian a
azulejarlo en menos de una hora.

3) Con B, Cy D, antes de hacer la cuenta, uno ya sabe que
no alcanzaran a azulejarlo en una hora. ;Por qué? Es que
en el caso anterior, cuando en lugar de B integraba la ter-
na A, vimos que ya no alcanzaba. Con mas razén no va a
alcanzar ahora, que reemplazamos a A por B, quien traba-
ja mas lento. Igualmente, la cuenta para convencerse es la
siguiente: si trabajaran B, Cy D, en una hora azulejarian:

1/3+1/4 +1/6 =4/12 + 3/12 + 2/12 =9/12 = 3/4

Luego, como era esperable, no alcanzaria, ya que en
una hora s6lo azulejarian 3/4 partes del patio.

Estrategia para ganar siempre

Quiero sugerirle aca una idea de manera tal que pueda seguir
pensando el problema por su cuenta, sin leer la solucion hasta
el final. Le propongo lo siguiente: piense qué pasaria si el primer
jugador ubica la primera moneda exactamente en el centro de la
mesa. Como ésta es rectangular, tiene que haber un lugar donde
se crucen las dos diagonales (como se ve en la figura 1).

© Siglo Veintiuno Editores




204 Matematica... jestas ahi? La vuelta al mundo...

Figura 1

Alli coloca la moneda el primer participante. Ahora, ¢le garantiza-
ra esto que va a ganar siempre?

Fijese lo que pasara cuando le toque jugar al segundo participante:
€l pondra la moneda en cualquier lugar de la mesa. ;Qué tendria
que hacer el primer jugador en su préximo movimiento?

Fijese en la figura 2. Hay una moneda que colocé el primer par-
ticipante en el centro de la mesa y una segunda moneda puesta
arbitrariamente en cualquier lugar.

Figura 2

El primer jugador “imagina” un segmento que une el centro de
la moneda que colocé el segundo participante y el centro de la
moneda que esta en el medio de la mesa. Y entonces prolonga
“imaginariamente también” ese segmento hacia el otro lado, hasta
alcanzar la misma longitud. Alli coloca su moneda (figura 3). O
sea, estas ultimas dos monedas estan ubicadas “simétricamente”
respecto del centro de la moneda original.
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Figura 3

Y asi siguiendo. Es decir, lo que el primer jugador debe hacer es re-
plicar todo lo que hace su contrincante, pero en el lugar simétrico,
como acabo de indicar mas arriba. Si el primer jugador procede
asi después de haber colocado la primera moneda en el centro de
la mesa, ¢puede garantizarse que ganara siempre?

RespuesTa: Si. Ganara siempre.

¢Por qué? Porque, si hay lugar para que el segundo participante
ubique una moneda, entonces el primer participante tendra es-
pacio para colocar su proxima moneda en el lugar simétrico. Y
cuando llegue el momento en que quede poco lugar en la mesa, si
el segundo jugador pudo apoyar una moneda que, aunque tamba-
leante, se queda quieta, entonces el primer jugador podra copiar
en el lugar simétrico el movimiento de su adversario.

En definitiva, el primer jugador siempre tendra lugar para ubi-
car una moneda mas, si es que el segundo pudo colocar la suya en
la jugada anterior.

MoraLesa: El primer jugador sabe que si juega con esta estrate-
gia siempre va a ganar.
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Cuadrados de Bachet

Como se trata de ubicar cartas en 16 casilleros, que estan distribui-
dos en 4 columnas y 4 filas, el aspecto (vacio) que tiene el cuadro
es el siguiente:

Tabla 1

Ahora, a cada casillero le voy a poner un nimero de manera tal de
poder identificarlo cuando quiera referirme a él. El cuadro queda
entonces de la siguiente manera:

11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44 Tabla 2

De esta forma, el primer nimero de los dos indica la fila, y el se-
gundo, la columna.

Antes de contestar las preguntas, quiero pensar con usted un
caso mas sencillo, para después si abordar juntos el caso general.
Cuando uno tiene que responder preguntas de este tipo siempre
es util plantearse qué pasaria si en lugar de haber 16 cartas (como
en el caso que nos ocupa) hubiera menos. Por ejemplo, si hubiera
solamente 2 cartas, ] y Q, ¢de cuantas formas se las podria ordenar?
Respuesta: JQ, o bien, QJ.

Es decir, primero va la J (y por lo tanto después va la Q), o bien
primero va la Q (y después la J).

MoraLEJa: Hay dos formas de ordenarlas si son solo 2 cartas.
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Ahora quiero invitarla/o a que decidamos cuantas formas habria
de ordenar 3 cartas (digamos J, Q y K), pero, si fuera posible,
me gustaria que llegaramos al resultado sin necesidad de escribirlas
todas.

En ese caso, hay tres lugares para llenar (donde cada “lugar”
sera ocupado por una carta). Acompaneme en el siguiente razona-
miento (que nos servira para todo lo que sigue): cualquiera de las
tres letras puede ocupar el primer lugar, la J,la Q o la K. O sea, en
principio, hay tres posibles alternativas para el primer lugar.

PrecunTA: Una vez que esta ubicada la letra que va en el primer
casillero, jcuantas posibles letras pueden ocupar el segundo
casillero? Piénselo usted sola/o primero.

Sigo: si el primer casillero ya esta ocupado por una letra, enton-
ces jesa letra no puede aparecer en el segundo casillero también!
Luego, en el segundo lugar puede aparecer cualquiera de las dos
letras que no estan usadas en el primero. Por ejemplo, si en el pri-
mero esta la J, entonces en el segundo puede ir la K o Ia Q (pero
no la J otra vez). Si en el primero estuviera la K, entonces en el
segundo podrian ir o bien la | o bien la Q. Y por ultimo, si en el
primero estuviera la Q, entonces en el segundo podrian ir o bien
la Ko bienla].

En resumen, para cada eleccion de la primera letra, hay dos po-
sibilidades para la segunda. Luego, como para el primer casillero
hay tres posibilidades, en total hay seis maneras de ubicar letras en
los dos primeros casilleros. Y esto lo obtuvimos multiplicando 3 x 2
(3 en el primer casillero, 2 en el segundo).

Es facil terminar de ubicar la letra en el Gltimo casillero, porque
como ya ubiqué las dos primeras, no hay mas que usar en el terce-
ro la letra que sobro.

MoraLEJA FINAL: Con 3 letras se tienen (3 x 2 =) 6 formas de
ordenarlas.
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¢Y si hubiera 4 letras? Entonces, ¢aceptaria si le dijera que habra
4-3-2=24

formas de distribuir las 4 letras en los 4 casilleros?

Es que, como hicimos recién cuando habia 3 letras, para el pri-
mer casillero hay 4 alternativas. Para cada eleccion de letra en el
primer lugar, quedan 3 letras que todavia no usamos. Es decir, en
total, para los dos primeros casilleros hay

4.-3=12 *)

formas posibles. Por altimo, para el tercer lugar hay dos posibles
letras (en total hay 4, pero ya usamos 2 para los dos primeros luga-
res, por lo que quedan solamente 2 letras para usar). Luego, para
cada una de las 12 alternativas que figuran en (*) hay dos posibles
maneras de continuar en el tercer casillero. Luego, en total hay:

4.3.2=24 ()

Y ya no hay nada mas para hacer, porque queda una sola letra sin
usar, y tendré que ponerla en el Gltimo casillero. De la misma for-
ma, si hay 10 letras habra

10-9-8-7:6-5-4-3-2-1=3628800

formas de distribuirlas.

Ya hemos visto (en este y otros libros) que el procedimiento de
multiplicar todos los nlimeros hacia atras —como hice en los ejem-
plos que figuran mas arriba (3 x 2,4 x 3 x 2, 0 bien 10 x 9 x 8 x
7x6x5x4x3x2)-se llama factorial de un ntimero y se anota
poniendo un signo de admiracién al lado. Asi, el factorial de 10 se
escribe:

10!=10-9-8-7-6-5-4-3-2=3628 800

© Siglo Veintiuno Editores




Soluciones 209

Es interesante notar, entonces, que el factorial de un namero n
(que se escribe n!) sirve para medir o contar de cuantas formas se
pueden distribuir » objetos en 7 casilleros.

Pregunta 1

Ahora, con estos elementos, estamos en condiciones de contestar
la primera pregunta que dejé planteada. Es decir, ¢cuantas formas
posibles hay de ordenar las 16 cartas en una grilla de 4 por 4, pero
sin restricciones? En este caso, como cada lugar de la grilla esta
ordenado, imaginemos que en vez de estar distribuidos en 4 filas
por 4 columnas fueran 16 casilleros consecutivos.

Es decir, en lugar de estar distribuidos asi:

A11 A12 A13 A14
A21 A22 A23 A24
A31 A32 A33 A34
A4l A42 A43 A44 Tabla 3

(donde el primer numerito que figura al lado de la letra A indica
la fila y el segundo, la columna), uno podria pensarlos distribui-
dos asi:

|a11|A12|A13|A14]A21| A22| A23| A24|A31|A32| A33| A34| A41 | Ad2| Ad3| Ad4|

Luego, todo lo que hay que hacer es usar lo que escribi mas arriba
sobre el factorial de un nimero. En este caso, como hay 16 cartas
y 16 casilleros, es como si la pregunta dijera: ¢de cuantas formas se
pueden distribuir las 16 cartas en las 16 casillas que acabamos de
construir?

(¢Quiere pensar sola/o la respuesta antes de seguir leyendo?)

Tiene razon (si es que pensoé lo que sigue). La respuesta es el fac-
torial de 16, o sea,
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16! = 20 922 789 888 000

¢Se da cuenta de lo que esto significa? Lo que dice este nimero es
que si uno tiene 16 cartas (o cualquier tipo de objetos distintos) y
quiere pensar de cuantas formas es posible distribuirlas en 16 casi-
llas, el resultado jsupera las 20 billones de posibilidades!

Pregunta 2

Ahora la pregunta varia: ya no hay libertad para distribuir las car-
tas, sino restricciones. En realidad, muchas restricciones: en cada
fila no puede repetirse la letra, lo mismo que en cada columna y,
ademas, no puede repetirse el palo ni en las filas ni en las colum-
nas; por ultimo, tampoco puede repetirse ni la letra ni el palo en
ninguna de las dos diagonales.

Como le decia, hay muchisimas restricciones. Quiero que pen-
semos juntos cuanta incidencia tienen para que disminuya la can-
tidad de variantes posibles. Para eso, la/lo invito a que hagamos
juntos un analisis precioso. Vera por qué.

Por un momento quiero olvidarme del palo de cada carta y s6lo
me voy a fijar en la letra. Hay cuatro letras: A, ], Q y K.

Voy a tratar de “construir” un cuadrado de Bachet. Es decir, un
cuadrado que sirva, que cumpla con las condiciones. Para eso,
voy a elegir las cartas de la primera fila.* Supongamos que em-
piezo asi:

AJQK

46 Fijese que si hay algun cuadrado de Bachet, es decir, algun cuadrado
que sirva, entonces tiene que haber un cuadrado que empiece con
cualquier fila que cumpla con las condiciones. ¢Por qué? Porque, si
cambio las letras del cuadrado que sirve y pongo la fila que quiero y
soy consistente con los cambios que hago (es decir, si cambio todas
las letras A por J, y las J por A, por ejemplo), no deberia haber ninguna
alteracion.
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Vamos a ver cuantos cuadrados empiezan asi. Le pregunto: ¢de
cuantas formas puede empezar la segunda fila?

Contesto: de tres formas. Puede que empiece con una J abajo, con
una Q o con una K. No puede haber una A porque, si no, habria
dos A en la primera columna. Es decir, si el cuadrado empieza con
AJQK, tiene que seguir con una de estas tres posibilidades:

Caso 1 AJQK
J
o bien,
Caso 2 AJQK
Q
o bien,
Caso 3 AJQK
K

Empecemos con el caso 1. Si uno tiene

AJQK
J

fijese que debajo de la letra | de la primera fila tiene que haber
forzosamente una K. ;Por qué? Una A no puede ir, porque habria
dos A en la diagonal izquierda (que va de izquierda a derecha).
Una letra J no puede ir porque ya hay una | en esa fila (y colum-
na). Quedan dos posibilidades: una Q o una K. Pero si uso la Q en
el lugar A22 (veala tabla 3), entonces, obligatoriamente tengo que
usar una K en A23 o en A24, y eso es imposible, porque o bien ha-
bria dos K en la diagonal derecha (que va de derecha a izquierda)
o bien habria dos K en la cuarta columna. Luego, forzosamente
tiene que haber una K debajo de la J en el lugar A22.
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AJQK
JK

Ahora bien: quedan dos letras, la Q y la A. No podemos poner la
Q en el lugar A23 porque hay una Q en la misma columna. Luego,
obligatoriamente tengo que usar la A debajo de la Q, yla Q en el
lugar restante. La situacion entonces queda asi:

AJQK
JKAQ

¢Yahora? Como ve, estoy construyendo las filas una tras otra. Siga-
mos con la tercera. Fijese que en la segunda columna ya usé laJy
la K. Quedan solamente la Ay la Q. Pero no puedo usar la A en el
lugar A32 porque (en la diagonal de derecha a izquierda) ya hay
una A. Luego, inexorablemente, la letra que va en A32 es una Q.
En definitiva, se tiene una configuracion asi:

AJQK
JKAQ
Q

Necesito poner una letra K en la tercera fila, pero ¢;donde? No va
en la posicion A33 porque ya hay una K en la diagonal de izquier-
da a derecha. No puede ir en la posiciéon A34 porque ya hay una
K en la cuarta columna. Por lo tanto, la K esta forzada a ir en la
primera posicion, o sea, en A31, y asi tenemos:

AJQK
JKAQ
KQ

Ahora me faltan distribuir la Ayla J en la tercera fila. La A no puede
ir en la tercera columna porque ya hay una A en la posiciéon A23.
Luego, forzosamente debe ir en la ubicacion A34 yla J, en A33:
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AJQK
JKAQ
KQJA

Pero esta situacion no puede ser. ¢Por qué? Porque la ultima co-
lumna obliga a poner una J en el lugar A44, pero como ya hay una
en A33, entonces, habria dos J en la diagonal.

¢Qué ensena esto? Ensena que, segin la configuracion inicial
que tenia la primera fila con la distribucion AJQK, si quiero empe-
zar la segunda columna con una J, ese camino no funciona.

MoraLeJA: La segunda fila tiene que empezar o bien con una Q
o bien con una K.

Aca quiero hacer una pausa. No voy a seguir escribiendo todas las
posibles alternativas porque son del mismo estilo de lo que acabo
de razonar (espero que con usted como socia/o), pero lo que si
voy a hacer es escribir las dos configuraciones que se pueden obte-
ner con la primera fila AJQK:

AJQK AJQK
QKAJ KQJA
KQJA JAKQ (***)
JAKQ QKAJ

iYno hay mas! Por supuesto, no hace falta que me crea. De hecho,
laidea es que usted haga sus propios razonamientos y deduzca que
lo que escribi aqui esta bien... Si es que esta bien.

Hecho esto, ¢qué conclusiones podemos sacar? Veamos: (qué pa-
saria si intercambiaramos dos letras? Es decir, si en (¥**), en todos
los lugares donde dice A ponemos J, y donde dice J ponemos A
(por elegir un ejemplo). ;Qué pasaria?
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RespuesTa: Si intercambiaramos dos letras, el nuevo cuadrado
que obtendriamos seria también un cuadrado de Bachet.

Por ejemplo, si en los dos casos que aparecen en (*¥¥) permuta-
mos las A con las J, el resultado es:

JAQK JAQK
QKJA KQAJ
KQAJ AJKQ ()
AJKQ QKJA

Como se ve, haber producido ese cambio no afecta las restriccio-
nes, se siguen cumpliendo todas. Luego, si en lugar de haber em-
pezado con la fila 1

AJQK,
uno empieza con la fila
QJKA,

comparando las dos, se deduce que en todos los lugares donde
aparece una A en (*¥**) hay que reemplazarla por una Q, las | no
cambian, la Q se transforma en Ky la K es ahora una A.

Si uno produce todos esos cambios, el nuevo cuadrado que se
obtiene sigue cumpliendo las mismas restricciones que el original.
Por lo tanto, haber encontrado los dos cuadrados que figuran en
(***) ensena que si se cambia la primera fila y se dispone otra
distribucion de letras (que cumpla con las reglas), cuidando de
intercambiar las letras en los lugares correspondientes, se obtie-
nen siempre cuadrados “licitos”.

Entonces, para saber cuantos posibles cuadrados de Bachet se
pueden construir (por ahora sin importar el “palo”), basta poder
contestar cuantas posibles formas hay de ordenar las cuatro letras
en la primera fila. O sea, ¢cuantas formas distintas hay de ordenar
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las letras A, J, Q y K? La respuesta a esta pregunta se puede encon-
trar mas arriba, en (¥%).
Es decir:

hay 4! = 24 formas

de distribuir las cuatro letras. Pero ahi no termina la respuesta. Por-
que por cada forma de ubicar las letras en la primera fila hay dos
configuraciones posibles, como se ve en (¥*%*).

O sea, hay en total

24.2=48
posibles cuadrados de Bachet. Pero, un momento, todavia no con-

sideramos los diferentes “palos”. Fijese en (***), que reproduzco
aca otra vez:

AJOK AJOK
QKAJ KQJA
KQJA JAKQ )
JAKQ QKAJ

Aqui figuran dos cuadrados licitos. Pero no figuran los palos. Le
pregunto: ¢importaria que en la primera fila la A fuera de trébol
o de pica?

RespuesTa (después de darle tiempo para que o piense usted):
No, no importaria.

Pero no bien decidimos que —por ejemplo— la primera A del pri-
mer cuadrado es de trébol, entonces eso obliga a que ni la ], ni la
Q ni la K sean de trébol. Ylo mismo con las filas que siguen. O sea,
para poder conservar la “legalidad” de los cuadrados que figuran
en (¥**) hace falta que la distribucion de los palos sobre cada una
de las letras sea también un cuadrado de Bachet.
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Es decir, por cada cuadrado de Bachet de letras puedo distribuir
los 4! = 24 distribuciones posibles (licitas) de los “palos”. Y esto se
puede hacer con cada uno de los cuadrados de Bachet usando s6lo
las letras.

Resultado final: hay

(41)2 - 2 = 242 . 2 = 1152 cuadrados posibles.

MoraLEJA FINAL: De las 16! = 20 922 789 888 000 distribuciones
posibles que se pueden hacer con las 16 cartas sdélo j1152!
son cuadrados de Bachet. Y si uno divide

16!/1152 = 18 162 144 000

de todos los cuadrados posibles que se pueden formar con las cua-
tro cartas, hay s6lo uno de Bachet cada 18 000 millones.
Espero que esté de acuerdo conmigo: son pocos.

Camaleones

Yo sé (porque me pas6 muchas veces) que uno tiene la tentaciéon
de leer la solucion sin haberle dedicado mucho tiempo a intentar
resolverlo. Créame que no vale la pena que lea lo que sigue, a
menos que ya haya disfrutado del problema. No se robe a usted
misma/o la oportunidad de entretenerse con él. ;Qué ganaria
con saber la respuesta? ¢Qué gracia tendria? Discuta con usted
misma/o, siéntese con paciencia, una lapicera, papel y disfrute de
la basqueda.

Le propongo pensar algo antes de avanzar. Si se pudiera encon-
trar una manera de que todos los camaleones terminaran siendo
del mismo color, eso significaria que, antes de dar el ultimo paso,
tuvo que haber ocurrido algo. (¢:Qué le parece que tuvo que su-
ceder?)
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Supongamos que todos terminaron siendo P. Entonces, lo que
debi6 haber pasado es que, luego del penaltimo paso, la cantidad
de camaleones B y R tuvo que ser la misma. De esa forma, al en-
contrarse entre ellos, se convierten todos en Py no queda ninguno
mas ni de color B ni de color R.

Esto quiere decir que, para que el problema tenga solucion, te-
nemos que poder llegar a una situacion previa, en el Gltimo paso,
donde las cantidades de dos de los colores tienen que coincidir
inexorablemente. Luego, si hay la misma cantidad de dos colores, la
diferencia de ambos ntimeros tiene que ser cero.

Acompaneme con esta idea. Se tienen:

B=17
R=15
P=13

Como vimos recién, uno quiere encontraralgin procedimiento que
permita obtener la misma cantidad de dos de los colores. Fijese en
las diferencias entre los posibles pares:

B-R=17-15=2
B-P=17-13=4 *)
R-P=15-13=2

Veamos lo que pasa si se encuentran uno B con uno R. En ese caso,
el nimero de By de R disminuye en 1, en tanto que el nimero de P
aumenta en 2. Es que los camaleones de colores By R cambian de
color y se transforman en P. Luego, ahora habra:

B=17-1=16
R=15-1=14
P=13+2=15

Y ahora, calculemos las diferencias:
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B-R=16-14=2
B-P=16-15=1 (*9)
R-P=14-15=-1

Es importante notar, entonces, que la diferencia entre B y R per-
maneci6 constante (en 2), ya que cada uno de esos colores dismi-
nuy6 en 1 su cantidad, en tanto que la diferencia entre B y P se
redujo en 3 (de 4 pas6 a 1) y la diferencia entre Ry P se redujo
también en 3 (de +2 pas6é a-1).

¢Es razonable esperar que esto pase? Si, lo es, si uno piensa que
cada uno de los colores que se encuentran disminuye en 1, pero el
tercer color aumenta en 2. Por lo tanto, la diferencia o bien aumen-
ta en 3 o bien disminuye en 3 (es decir, +3 0 -3).

¢Qué ensena estor Que cuando uno aparea dos colores distintos se
produce una modificacién en las diferencias hacia arriba en 3, o
hacia abajo en 3. Yla otra permanece constante. Luego, si lo que
uno quiere es llevar alguna de las diferencias hasta 0, podra hacer-
lo en la medida en que, sumando de a 3 o restando de a 3, pueda
llegar a 0. Es decir, si alguna de esas diferencias es jun maltiplo de
3!Sino, nuncava a llegar a 0, y por lo tanto, nunca podra llegar a
tener todos los camaleones del mismo color.

Como las diferencias originales en (*) son 2, 4 y 2 respectiva-
mente, por mas que uno haga los apareamientos que quiera, nun-
ca va a llegar al objetivo.

Mas en general
La pregunta que uno podria hacer ahora es: ¢cnunca se puede? Es
decir, ¢no hay alguna forma de distribuir los colores al principio
de manera tal de poder llegar a tener todos los camaleones del
mismo color?

La respuesta que surge inmediatamente es: si, tiene que haber
alguna forma. Por ejemplo, si uno empezara con todos los cama-
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leones del mismo color (situacion posible, aunque a usted le pa-
rezca tonta), la respuesta seria: si, se puede.

Otra forma seria empezar con la misma cantidad de camaleo-
nes de dos colores distintos (por ejemplo, 22 B, 22 Ry 1 P). En
ese caso, apareando los 22 R con los 22 B obtenemos 44 de color
P que, sumados al que ya existe, nos permiten llegar a los 45 del
mismo color.

O sea, evidentemente hay ciertos casos en los que se puede.
Ahora bien, ¢como hacer para determinarlos todos? Mas ain, ;qué
hacer para saber de antemano si se podra o no?

Le propongo entonces que miremos el caso general. Es decir,
ahora voy a utilizar algunas letras para no tener que usar nimeros,
pero usted, si quiere, piense en los ejemplos que vimos mas arriba,
donde teniamos 45 camaleones en total: B=17, R=15y P = 13.
Ahora voy a considerar:

Camaleones de color B =b
Camaleones de colorR=r

Camaleones de color P =p

Las diferencias entre cada uno de estos nameros son:

JJ W m
'U 'U :U
o

b-r
b-p
r-p

Se pueden aparear entonces de tres maneras distintas: B con R,
B con PyR con P.Yen cada caso se producen tres consecuencias
diferentes.

Caso 1
Si se encuentran By R, entonces el nimero de By de R disminuye
en 1yelde Paumenta en 2. O sea:
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B=(b-1)
R=(r-1)
P=(p+2)

¢Coémo cambian las diferencias en este caso?

B-R=(b-1)-(r-1)=(b-r) (permanece constante)
B-P=(b-1)-(p +2) = (b-p)-3(disminuye en 3)
R-P=(r-1)-(p + 2) = (r - p) - 3 (disminuye en 3)

Caso 2
Si se encuentran B y P, entonces el nimero de ambos disminuye
en 1yeldeRaumenta en 2. O sea:

B=(b-1)
R=(r+2
P=(p-1)

Las diferencias se modifican de la siguiente forma:

B-R=(b-1)-(r+2)=(b-r)-3(disminuye en 3)
B-P=(b-1)-(p-1)=(b-p) (permanece constante)
R-P=(r+2)-(p-1)=(r-p) + 3 (aumenta en 3)

Caso 3
Si se encuentran Ry P, entonces el nimero de Ry de P disminuye
en 1yelde Baumentaen 2. O sea:

B=(b+2)
R=(r-1)
P=(p-1)

Las diferencias se modifican de la siguiente forma:
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ByR=(b+2)-(r-1)=(b-r)+ 3 (aumenta en 3)
ByP=(b+2)-(p-1)=(b-p)+3(aumenta en 3)
RyP=(r-1)-(p-1)=(r-p) (permanece constante)

¢Qué podemos hacer ahora con toda esta informacion? El objeti-
vo, como quedo fijado al principio, es lograr que alguna de las di-
ferencias entre el naimero de camaleones sea cero. De acuerdo con
lo que calculamos mas arriba, uno puede aumentar o disminuir
esas diferencias en 3. Veamos como usar estos datos.

Voy a incluir un ejemplo (final) y espero que usted y yo nos
pongamos de acuerdo en lo que hay que contestar en cada caso.
Supongamos que nos dan 89 camaleones, de los cuales hay

B=42
R=18 (***)
P=29

Ya sabemos que uno tiene que calcular las tres diferencias entre los
distintos pares de colores.

B-R=(42-18) =24
B-P=(42-29)=13
R-P = (18 - 29) = -11

De los tres nimeros que aparecen (24, 13 y —11), el Gnico que es
multiplo de 3 es el 24. Y no hace falta mas que eso, entonces. ¢Por
qué? Porque si se fija en lo que hicimos mas arriba en cada uno de
los tres casos posibles de apareamientos, el caso 2, que aparea B
con P, obliga a que en cada apareamiento se reduzca en 3 la dife-
rencia entre By R. Luego, si apareamos 8 B con 8 P vamos a lograr
reducir en 24 la diferencia entre B y R.

Hagamoslo. Fijese en (¥#%). Si apareamos 8 B con 8 P reducire-
mos en 8 el nimero de By en 8 el namero de P, y vamos a aumen-
tar en 16 el nimero de R. Luego, tendremos:
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B=42-8=34
R=18+16=34
P=29-8=21

Una vez que llegamos hasta aca, el problema esta resuelto porque,
como hemos logrado que haya 34 camaleones de color By otros
tantos de color R, en el proximo paso apareamos unos con otrosy
los transformamos a todos en P, que es lo que queriamos.

MoraLEJA 1: Este problema parece (y es) muy ingenuo. Da

la impresion de que uno esta jugando y, de hecho, en algun
sentido, estamos jugando. Pero en el medio hubo que apelar a
distintas herramientas de la matematica para poder descubrir
en qué casos el problema original tenia solucion y en cuéles no.
Y quedd todo reducido a un problema de algebra.

MoraLeJa 2: El problema general tiene solucion siempre y cuan-
do alguna de las diferencias entre los camaleones de distinto
color sea multiplo de 3. Si no, no es posible encontrar ningun
apareamiento que haga que se vuelvan todos del mismo color.
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